Summa

Kertauskirja

1 LASKUTOIMITUKSIA LUVUILLA

Laskutoimitukset luvuilla

1.a)
b)
c)
d)
e)
f)

4-9=-5
12-(-3)=12+3=15
~15+6=-9

A+ (4)=-4-4=-8

7 (-T)=-7+7=0
~5-13+10=-18+10=-8

9-(-5)=-45

2-(-8)=16

-2 _
2

__fg=4

100 : (=5) =20

13:(-13)=-1

-36

2%=2-2-2=8

(=52 =-5-(-5)=25
3?=-3-3=-9
6'=6
16=1-1-1-1-1-1=1
0°=0-0-0=0

5+6-3=5+18=23
(5+6)-3=11-3=33
2 42=2-16=-32

(=262 = (-122=—12 - (-12) = 144

1)F= =1 (=)= 1

8 kpl

(parillinen mééra negatiivisia tulon tekijoité)
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f) D7 ==1-(=D-..-(=D)=-1 (pariton médrd negatiivisia tulon tekijoité)
17kpl
5. 2) 4416 4s16):2210
100
b —=100:(5-4)=5
) 1= 100:69)
8+8
c —=(8+8):(5-3)=8
) <~ E+9):(5-3)
6. a) vddrin  b) oikein  c¢) vddrin d) vddrin  e) oikein f) oikein
16
7. a) S0
10 2
(4
b) 167 _4
20 5
30° 6
c) — ==
35 7
2
8.a) —+§=§
7 7 7
. G
) 3232 6° 2
53 53 15 5
51 .53 53 15° 5 1
C) —_——_ == — = — =—=2—
6 3 61 61 6 2 2
1.7 3.7 10 1
39 9 9 9 9
2) 3
b) ol 5 "B 5 2 5 210 _7_,3
6 12 6 12 12 12 12 4 4
o ;)2 12 14
19 19 19
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10. a) 4-(2)+1=-8+1=-7
b) 4~l+1:ﬂ+1:i+§:1:2l
3 3 3 3 3 3
11. a) -6
4
b =
) 3
©) -8 =8
1 1 1”1 8 9 17
3 2 9 8 72 72 72
(4
13. 1+3 _4"_1
2—(-6) 8 2
14. Lavennetaan murtoluvut samannimisiksi.
"4 36 7535
7 63 9 63
36
— >—, joten luku 4 on suurempi.
63 63 7
15. a) 4+(-11)=4-11=-7
6) 5)
b) 37118 5 13
5 6 30 30 30
3 1 1 1
N S L7171
6 6 6 6
16. a) 443.2-4,32_4,6.20,6_26_,1
5 5 5 5 5 5 5
b) (1+42):223.3.3.4.34 12,
4 4 3 3 3
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c)

17. a)

b)

18. a)

b)

19.

20.

21.a)

b)

1898 98 70
49 49 4.9 36

12,8 129 129% 39 27 1
13’9 13 8 13-8 13.2 6 26

2 , 1.2 2192 2_8 2 _6°

3 712 3 12 3 12 12 12 12

S_5)2_(5_18)2__132_ 1329 13:1_ 13
6 6 6-5

1
2
3.5 15

Lavennetaan murtoluvut samannimisiksi.

V5 _25 71326

6 30 15 30

26 _ 13 .

— >—, joten luku — on suurempi.

30 30 15

11 1 71 %11 9 3 1 13
—tt=5= -+ o=t =—
3 3 3 39 27 27 27 27 27

32+3=-3-3+3=-9+3=-6
—(~6)* + (=6) = —(~6) - (~6) — 6 =-36 — 6 =42

Muutetaan x:n arvo ensi murtolukumuotoon.

o4

3

(A) 4 44,4 444 1674 16 12 4
3) 73333 333 9 3 9 9 9
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22,

23.a)

b)

24,

25. a)
b)

d)

26.

Summa

56, 26 12 7
7 _ 7 _7 7_54_.59_59 45 17
A1 24 _§+g 79 74 7-4 28 28

7 7 8
itseisarvo 3’ vastaluku — ja kdanteisluku ——

1 1 3
itseisarvo 25, vastaluku — 23 ja kédnteisluku 7
(Kéénteisluvun méadrittdmistd varten luku kirjoitetaan ensin murtolukumuodossa:
NN
3 3

6-2-5|=16-10/=|-4|=4

8+(-5)=8-5=3

J3_43 12
2 2 2
235538 5 38 10 24 14 4
8 5 5 5 5 5 5
— o — (3
-9 (-2)oa -2)-2D 6" 2
9 9 9 9 3
4w
_5_ 9 _49 12 49 i_49-5_245_229

2 62 975 912 912 108 108
5 5
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Lausekkeiden sieventaminen

27. a) 4x + (2x) =4x —2x =2x

b) 5x - 8x = 40x?

c) x? — (—4x) = x>+ 4x

28. a) Sa+@Ba-6)=5a+3a-6=8a—-6

b) 3x—8x—1)=3x—-8x+1=-5x+1

c) 4(y—-9)=4y-36

29. a) (4x-3)+Bx-7)=4x-3+3x-7=Tx-10
b) 2s—1)—(5s+3)=2s—1-55s-3=-35s—-4
c) x(x —4) =x*—4x

30. A-2,B-3,C-1

31.a) piiri p=2-3a+2-7b=6a+ 14b

b) pinta-ala 4=3a-7b=2lab

32.a) 4x(x — 5) = 4x* — 20x

b) x+Dx-5=x>+x-5x-5=x>—4x-5
c) 10a? - 3a(2a + 6) = 10a*> — 6a*> — 18a = 4a*> — 18a
33. P(2)=2>-8-2+3=4-16+3=-9

P(-1)=(-12-8-(-1)+3=1+8+3=12

34. a) (3x)* = 3x - 3x = 9x?

4 . 5 = . = 9 . . .
b) @ rd —adada-dadaa—a Tehtdvien 34 ja 35 lausekkeiden
4 ! sieventdmisessd voi my0s kayttdd
c) X _xrrr_x_ potenssikaavoja sen sijaan, etti
x° X-x-x 1 purkaa potenssit tuloiksi.
1
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35. a)

b)

36. a)

b)

37. a)
b)

38. a)

b)

39. a)

b)

40. a)

b)

Summa

ot _,
3x
1
5x° _5 x-x-x_Sx2 52
X X 1
1

1
r_x 1
X X

Sx+(2x—-3)=5x+2x-3=Tx-3
Sx—(2x-3)=5x—-2x+3=3x+3

5x(2x —3) = 10x? — 15x

x(x—=3)+53x-2)=x*-3x+15x—10=x*>+12x - 10
(x—DE*+3x-2)=x>+3x> - 2x —x* - 3x +2=x>+2x* - 5x + 2

X x 2x
—_t—=—
5 5 5
4a+6:4_a+§:2a+3
2 2 2
P2x x 4x x Sx
IR A il
3 6 6 6 6
3. X _3x_ 3P _x
12 12 1 4
X x_Xx_x
25 2.5 10
2a,, 201 2al_24_2
7 7 a Ta T4 7
x? + 4x — 3x7
> -2x% + 4x

x(x+1)2x-5)
> 2x3 —3x* - 5x

Kertomerkkiné voidaan kdyttdd my0s
*-merkkid.
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c)

41.

b)

42.

b)

43.

b)

44.

4s.

b)

46.

b)

x/3 +x/9

> —x
9

piiri p=2(x+9)+2(7x-2)=2x+ 18+ 14x -4 =16x + 14
pinta-ala 4= (x+9)(7x —2) = 7x* = 2x + 63x — 18 = 7x* + 61x — 18

7x — 5x(x — 8) = Tx — 5x% + 40x = —5x> + 47x
(x=3P=x-3)(x-3)=x*-3x-3x+9=x*-6x+9
o2 —(2x—1)Bx+4)=9x*—(6x* +8x —3x—4) =
x> —(6x2 +5x—4)=9x* —6x?* —Sx+4=3x*-5x+ 4

(6> +x)+(3x+5)=6x>+x-3x+5=6x>-2x+5
(6x* +x)—(3x+5)=6x* +x+3x—5=6x"+4x -5
(6x% + x)(-3x + 5) = —18x> + 30x? — 3x? + S5x = —18x> + 27x* + 5x

P(-4)=—(—4P2 +3 - (-4)=—(-4) - (4)—12=-16—12=-28
p(lj:_(lj ottt 1. 9.8
3 3 37 33 99 9

(—4a)* =—4a - (—4a) = 164>
X x'0 = oo - xooooooooee = x P

12

Yoy yyyyyyyyyyy ¥

y
y' Yy yy 1
Tk _77_1
14x 14 2

1
5a 54 5 ¢

15a3=15-a-a-¢2=15a2 3a’
1

4x=30 _4x 30 _, .
2 2 2
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2)
47. a) §+%=27T+§=%Tx
b 9 5_4

y oy oy

7 5 14 5 9
c) LA A A

x 2x 2x 2x:§

48. a) 2x - — =
14 14 14 7
2
b) a4_ad_d4¢_ 47 _2
6 a a ¢ 6 3
0 x 10 _x x _xx _x7
5 x 510 510 5
(a+b
49. 1) 6a + 6b _ 6(a+Db) _6
a+b a+b
b 4x-8 4x-2"7 4 _
2x—4  2(x-2) 2
9 x+l x4l U1
3 +3x  3x(x+1) 3x
50. a) (-2x+7)
~ 4x? — 28x + 49
b) 204%/(—4a?)
-2 5a
c) (x — 1)/(=5x* + 5x)
S5 1
5x
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2 YHTALOITA JA PROSENTTILASKENTAA

Ensimmaisen ja toisen asteen yhtalo

51.a) Sx—4=2x+11
Sx-2x=11+4
3x=15 |:3
x=35
b) x—8=T7x+10
x—Tx=10+8
—6x =18 | : (—06)
x=-3
52.a) X2+10x+9=0 a=1,b=10,c=9
x=—IOi\/102—4-1-9
2-1
x:—loiJ6_4=—10¢8
2 2
-10+8 -2 . -10-8 —18
X= =—=—1tai x= =—=-9
2 2 2 2
b) 3x?+2x=1
32 +2x—1=0 a=3,b=2,c=-1
_—2iwl22—4-3-(—1)
e 23
x:—zi\/ﬁz—zﬂ
6 6
2+4 2 1 -2-4 -6
X= =—=—tal x=—=—=-1
6 6 3 6 6
53. a) 8(x—2)=3x+4
8x—-16=3x+4
8x—-3x=4+16
S5x=20 |:5
x=4

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Kertauskirja

b)

54. a)

b)

55. a)

b)

Summa

32x—-1)=9x-1
6x—-3=9x—-1
6x —9x=-1+3
—3x=2 |: (=3)
2
x= =
3
x 9 ) o
7 = B Verranto ratkaistaan kertomalla ristiin.
10x=9-7
10x=63 |:10
x=06,3
13 5
x 6
5x=6-13
5x=78 |:5
78 3

x=—=15—=15,6
5 5

x?+2x=3
x?+2x-3=0 a=-1,b=2,c=-3
x_—2i\/22—4-(—1)-(—3)

) 2:(-1)

X=—" Yhtalolla ei ole ratkaisua.

x(x—=5)=0

Tapa 1 Ratkaisukaavalla
x*—5x=0 a=1,b=-5,¢c=0

x:—(—S)i«/(—5)2—4-1-0

2-1
x_Si\/E_SJ_rs
2 2
x=£=£=5 tai x=£=0
2 2 2
Tapa 2 Tulon nollasdénnolla
x=0taix-5=0
x=35
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56.

57. a)

b)

58. a)

b)

nolla ratkaisua | yksi ratkaisu | kaksi ratkaisua
3x—-2=6x—-17 X
x* =36 X
xr=-1 X
x> +26=x>+5x X
4y—-2=1-3y
4y+3y=1+2
Ty=3 |:7
_3
a
ZiZos5 -6
2 3
6-216.2-6.5
2 3
3x+2x=30
5x=30 |:5
x=6
9x* + 1= 6x
IxX>—6x+1=0 a=9,b=-6,c=1
_—(O£Y(6 4911
e 2.9
60 _6 1
18 18 3
x(x+2)=8
X+2x—8=0 a=1,b=2,c=-38
62422 -4-1:(=8)
e 21
x=—2i\/%=—2i6
2 2
x=—2+6 —2—6=

=2 tai x=—— =4
2
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+3
59. a) al 2 = % Ratkaistaan kertomalla ristiin.
2(x +3)=4x
2x + 6 =4x
-2x=-6 |:(=2)

x=3

b) 4x-3)=1-(2x+13)
4x-12=1-2x-13
6x=0 |: 6
x=0

60. a) 2x—3(5x+1)=7
2x—15x-3=7
“13x=10  |:(-13)
10

r=——
13

b)

61. a) X2 =64
Tapa 1
X2—64=0 a=1,b=0,c=-64

2.1
+J256  +16
T2 T2

x=E=8 tai x=——=-8
2 2

Tapa 2
xX*=64
x= +/64 =+8

x=8taix=-8

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Summa

Kertauskirja

4
b) 215 =— Verranto ratkaistaan kertomalla ristiin.
s
Tapa 1
s2=100

s2-100=0 a=1,b=0,c=—100
 —0%J0* —4-1-(~100)

N
2:1
_ +400 _ +20
2 2

s=§=10 tai s =——=-10
2 2

Tapa 2
s2=100
s = /100 =£10
s=10tais=-10

62. C,HB, LA

63. Sijoitetaan x = 2.
(2} -5 (2)=-8+10=2

x = -2 toteuttaa yhtilon.

64. Merkitddn kolmion kantaa x:114. Kyljen pituus on 3x.
Piirin lauseke on 3x + 3x + x.

3x+3x+x=24,5
Tx =245 |:7
x=3,5(cm)
3x=3-3,5=10,5 (cm)

Kyljet ovat 10,5 cm pituiset ja kanta 3,5 cm pituinen.
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6S.

66.

67.

68.

Merkitddn ajettuja kilometrejd x:114.
Autovuokraamo A: 50 + 0,90x
Autovuokraamo B: 1,70x

50+ 0,90x =1,70x
0,9x —1,70x =-50
—0,8x =-50 | (-0,8)
x=62,5 (km)

Kun ajokilometrejd on yli 62,5, liikkkeen A tarjous on edullisempi.

Tytot tekevat toitd yhteensd 12 + 15 =27 tuntia.

1
Tuntipalkka on 135 =3.
27

Minttu saa palkkaa 12 - 5 =60 (€) ja
Sahrami 15 - 5 =75 (€).

Nopeus v = > jossa s on kuljettu matka ja ¢ = sithen kéytetty aika.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan ¢ laskentaohjelmalla.
2,5
t

t=0,625

= 4,0

0,625 h=60 - 0,625 min = 37,5 min

Merkitddn lyhyttd sivua x:114. Pitkén sivun pituus on x + 12. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan se laskentaohjelmalla.

x(x +12) =560

x=18,413... = 18,4 (m)

tai

x=-30,413... ~-30,4 (m) Negatiivinen vastaus ei kiy.

Pidemman sivun pituus on 18,4 + 12 = 30,4 (m).

Kentin mitat ovat 18,4 m ja 30,4 m.
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69. a) Sijoitetaan x = —5 yhtiloon x* + x* —400 = 0.
(=5)* + (=5)° — 400 = 100 £ 0

Luku -5 ei ole yhtdlon juuri.

1
b) Sijoitetaan x = 3 yhtiloon 9x* +6 x2 — 1 = 0.
3 2
9. 1 +6- 1 —1:i+§—1:0
3 3 27 9

1
Luku 3 on yhtélon juuri.

70. a) 82 —2x—1=0 a=8,b=-2,c=-1

(£ (2) -4-(-D8
2.8

2436 246

e 16

2-6 4 I . 2+6 8
=——= ——tal X=——=—=
16

1
16 4 16 16 2

3x

b) =18

x—1
3x=-18(x—1)
3x=-18x+ 18
21x =18 1121
18 6

XxX=—=
21 7

71. a) St—(=2t+13)=7t—13
5t+2t—13="Tt— 13
Tt—Tt=-13+13
0=0

Yhtilo toteutuu kaikilla #:n arvoilla.
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b) —(x+1Dx-4)=0
PP Hx—4x—-4)=0
¥ -x*+3x+4=0

3x+4=0
Ix=—4 |:3
A
3
72. a) Zo2-2 |15
3 5
5x=30-3x
8x=30  |:8
303
§ 4
b) »+3)y—3)=4y—15
Y +3y-3y-9=4y—15
Y —4y+6=0 a=1,b=—4,c=6
(447 416
Y 21
4++/-8
y= >

Yhtalolla ei ole ratkaisua.

73. a) (5x + 1)*>=20x

Gx+1)-(5x+1)=20x
25x*+5x+5x+1-20x=0
25x>-10x+1=0

a=25,b=-10,c=1
o ~(—10) % 4/(~10)* —4-25-1

2.25
L_loxVo 1
50 s
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b) X+Tx—-1=0 a=1,b=7,c=-1
717 =4-1-(-1)
X =
2-1
x_—7i\/§
2

74453 . —7-+/53
XxX=—tal x=———
2 2
74. a) 232 -50=0 a=2,b=0,c=-50
 —0+4/0° —4-2-(=50)
2.2
04100 _ 010

X

b) =

xX=3x-10=0 a=1,b=-3,c=-10

(32 -4 1(10)
2-1
L_3EN49 327
2 2
3+7 3-7

x=——=5ti x=—=-2
2 2

75. Merkitdén Tapion osuutta x:114. Tiinan osuus on silloin 1 580 — x.
Koska lasku jaetaan kuukausipalkkojen suhteessa, osien suuruudet voidaan ratkaista
verrannon avulla.
2036  x
2345 1580—x
2345x=2036 - (1 580 —x)
2345x=3216 880 —2 036x
4 381x=3216 880 |: 4381
x=734,2798... = 734,28 (€)

1 580 — 734,28 = 845,72 (€)

Tapion osuus laskusta on 734,28 € ja Tiinan 845,72 €.
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76. Inarin ikd nyt on x vuotta. Viidentoista vuoden kuluttua Inari on x + 15 vuotta.
Yksitoista vuotta sitten hédn oli x — 11 vuotta.

x+15=30(—11)

x+15=3x-33
x—3x=-33-15
—2x =-48 |:(=2)
x=24

Inarin ikd nyt on 24 vuotta.

77. a) -14--1)-2)-3-(-DH(=1-1)—-(-1)=6-6+1=1
b) Esimerkiksi x* =
c) 22-5)+2a=2
4-10+2a=2
2a=8 |:2
a=4
78. Merkitddn abien méarda x:11a. Matkan kokonaishinnasta saadaan yhtélo, joka

ratkaistaan laskentaohjelmalla
20x =22,50(x — 6)
x=54

54-6=48
Risteilylle 14hti 48 abiturienttia.
79. Merkitéén lukuja x:114 ja x + 1:1la. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se
laskentaohjelmalla
x(x+1)=25122
x =158, jolloin toinen luku on 158 + 1 =159
tai

x =—159, jolloin toinen luku on —159 + 1 =—158.

Luvut ovat joko 158 ja 159 tai —159 ja —158.
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80. Taulun pinta-ala on 35 - 60 =2 100 (cm?).
Taulun ja kehyksen pinta-ala yhteensi on 1,15 - 2 100 = 2 415 (cm?).

Merkitddn kehyksen leveytté x:114. Kehys on taulun kaikilla sivuilla.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
(2x +35)(2x + 60) =2 415

x=1,603... = 1,6 (cm)
tai
x =-49,10... Negatiivinen ratkaisu ei kdy.

Kehyksen leveys on 1,6 cm.

81. Merkitdan rannan suuntaista sivua x:114.
155—x

Rantaa vastaan kohtisuora sivu on =77,5-0,5x pituinen.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
x(77,5-0,5x) =2 500

x=45,778... =46 (m), jolloin toinen sivu on 77,5 — 0,5 - 46 = 55 (m)
tai

x=109,22... = 110 (m), jolloin toinen sivu on 77,5 - 0,5 - 110 = 23 (m)

Alueen mitat ovat 55 m ja 46 m tai 110 m ja 23 m, kun rantaa vasten kohtisuora sivu
on mainittu ensin.

82. x=3

3a+10=2-3—-4a

3at+4a=6-10
Ta=—-4 [:7
4
= ——
7
83.a) 2x—1D(x+3)(6x—-24)=0
2x—-1=0 tai x+3=0 tai 6x—-24=0
2x=1 |:2 xX=- 6x=24 |:6
x=0,5 x=4
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b) X +5x2-6x=0

x(x*+5x-6)=0

x=0 tai X2+5x—6=0a=1,b=5c=-6

e —5+4/5 —4-1-(-6)
21
M V49 547
2 2
s R S WS bl v
2 2 2

PROSENTTILASKENTA
84. A4, B1, C6, D5, E3, F2
85. a) 452,56 _ 0,32=32%

1414,25
b) 60 % = 0,60

0,60 - 480 = 288

288 — 153,60 = 134,40 (€)
86. a) 4 650 -2 800 =1 850

1850 0,3978...~ 0,40 =40 %

4 650
b) Kuinka monta prosenttia pienempi on luku 500 kuin 600?

500 - 600 =-100

Erotusta verrataan lukuun 600.

—100 _ ~0,1666...~ —0,17
600

—0,17=-17%
17 prosenttia pienempi.

(Jos erotus lasketaan aina niin, ettd lopputuloksesta vihennetddn alkuperdinen arvo,
etumerkki ilmoittaa muutoksen suunnan.)
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87.a)

b)

88. a)

b)

89. a)

b)

90. a)

b)

Summa

Kuinka monta prosenttia suurempi on luku 600 kuin 500?

600 — 500 =100

Erotusta verrataan lukuun 500.
0,
500

0,2=20%

2

20 prosenttia suurempi.

100 % + 15 % =115%=1,15
1,15 - 30 = 34,50 (€)

Merkitdédn alkuperdistd hintaa x:114.
0,12x =900 |:0,12

x=7500 (€)

% =0,078125~ 0,078 = 7,8 %

19 % =0,19
0,19-64=12,16=12

100% +12% =112%=1,12
1,12 - 15,80 = 17,696 = 17,70 (€)

100 % — 8,6 % =91,4 % = 0,914
0,914 - 15,80 = 14,4412 = 14,44 (€)

Kysytty luku on x.
75 % =0,75

0,75x =36 |:0,75
x =48

Merkitddn alkuperéistéd hintaa /4:1la.
100 % — 15 % = 85 % = 0,85

0,85% = 45,90 10,85
h=54 (€)
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91. a) 304 -231=73

7—320,31601...z0,32:32 %
231

b) 304 -231=73

T3 0,24013...%0,24 =24 %
304

92.a) Voitto euroinaon 5 -2 =3
E =0,6=60%
5
b) Voitto euroinaon 10—-3-2=4
i =0,4=40%
10
93. a) 15 % — 10 % = 5 prosenttiyksikkda.
b) Rasvaa ennen muutosta oli 0,15 - 2,5 = 0,375 (dl)

Rasvaa muutoksen jilkeen on 0,1 - 2,5 = 0,25 (dl).
0,25-0,375=-0,125

-0,125
0,375
—0,33=-33%

=-0,3333...~-0,33

94. 100 % + 5,8 % =105,8 % = 1,058
100 % + 12,7 % =112,7 % = 1,127
100 % — 3,2 % = 96,8 % = 0,968
100 % — 0,6 % = 99,4 % = 0,994
100 % + 1,8 % =101,8 % = 1,018

1,058 - 1,127 - 0,968 - 0,994 - 1,018 - 1,24 = 1,448240... (miljoonaa euroa)

1,44824 =1,1679...~1,17
1,24
L17=117%

117 % — 100 % =17 %
Tulos parani 17 %
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95. Meetvurstia on 100a.
Meetvurstissa on rasvaa 0,36 - 100a = 36a.
Rasvaa poistetaan x.

Muodostetaan yhtilo, josta ratkaistaan x laskentaohjelmalla.

36a—x 30
100a—x 100
60a
xX=—

7

Rasvaa pitdéd vihentdd
60a

T -0,2380...~ 0,24 =24 %
36a
96. Merkitdén hintaa /4:lla ja myyntid m:114. Tuotto on hinnan ja myynnin tulo Am.
100 % +21 % =121 %= 1,21
100 % — 20 % =80 % = 0,8
Uusi hinta on 1,214 ja uusi myynti 0,8m.

Uusi tuotto on 1,214 - 0,8m = 0,968hm.
0,968 = 96,8 %

Muutos 96,8 % — 100 % =-3,2 %

Myyntitulo laski 3,2 %.

97. a) 2750 -2 500=250
ﬂ:o,lzlo %
2500

b) 100 % — 4,5 % = 95,5 % = 0,955

0,955 -2 750 =2 626,25 (€)
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98. a) 117 -83 =34

ﬁ: 0,2905...~ 0,29 =29 %
117

29 % vahemman
b) 133 - 67 =66

96 _ 0,9850...~99 =99 %
67

99 % enemman

99. a) hopeapitoisuus 830 promillea, massa 165 g
0,830 - 165 =136,95 (g)

b) Merkitdén kokonaismassaa x:114. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan se
laskentaohjelmalla.
0,00585x = 850
x = 145299,145...~ 145 300 (kg)

100. Merkitdédn alkuperdisté hinta a:lla.
100 % — 25 % =75 % = 0,75, 100 % — 40 % = 60 % = 0,6

0,6 - 0,75 - a=176,05

0,45a = 76,05 |:0,45
a=169 (€)
101. Tilavuokrat:

0,32 - 120 000 = 38 400 (€)

Tilavuokrien korotus:
0,15-38400=75 760 (€)

Muutos prosentteina:
5760
120 000

=0,048=4,8 %
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102.

103. a)

b)

104.

Summa

100 % + 23,4 % = 123,4 % = 1,234
100 % + 16,3 % =116,3 % =1,163
100 % + 4,5 % = 104,5 % = 1,045
Merkitdédn kavijaimaaraa alussa a:lla.
Uusi kdvijamaird on

1,234 - 1,163 - 1,045 a = 1,49972...a.
1,49972 ... = 1,500 = 150,0 %

Kévijamaara kasvoi kaikkiaan 50,0 %.

Taulukkolaskentaohjelmalla tehdddn alennustaulukko.

ostos (€) alennus (€) | alennusprosentti
50 5 10 %

100 15 15%

300 40 13 %

600 100 17 %

Riston alennusprosentti on

i=0,O625=6,25 %.
80

Maurin alennusprosentti on
£=0,075 =7,5%.
200

Maurin alennus on
7,5 % — 6,25 % = 1,25 prosenttiyksikkod suurempi.

A0 _ 0,14285~14,3 %
280

Merkitdan verotonta hintaa x:114.
100% +10%=110%=1,1

Muodostetaan yhtilo, josta ratkaistaan veroton hinta x laskentaohjelmalla.
1,1x=22,70
x=20,6363... 20,64 (€)

Veron méard euroina on
22,70 — 20,64 = 2,06 (€).
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105. a)

b)

106.

Summa

0,32 -0,7=0,224 (1)

Boolin tilavuus yhteensd on 1,2 + 0,7 + 2,5 =4.,4 ().

0,224

b

Y 0,050909...~0,051=5,1%

Merkitdédn alkuperidistd matkan hintaa /:1la.
Laivamatkan hinta on 0,25/ ja hotellihuoneen 0,75A.

Hinnan korotuksen jidlkeen laivamatkan hinta on 1,18 - 0,254.
Uusi hotellihuoneen hinta on & - 0,754.

Kootaan tiedot taulukkoon

laivamatka | hotellihuone yhteensi
ennen korotusta 0,25h 0,75h h
muutosten jéilkeen 1,18 - 0,254 k-0,75h h

Taulukon alemmalta riviltd saadaan yhtalo.

1,18 - 0,25k + k - 0,75h = h | h
0,295 + 0,75k = 1
0,75k =1-0,295
0,75k = 0,705 1:0,75
k=0,94

0,94 =94 %

100 % — 94 % = 6,0 %
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3 TASOGEOMETRIA

Tasogeometrian perusteita

107. a) 15000 cm = 0,15 km

b) 0,0098 dm = 0,98 mm
C) 2 500 000 mm =2,5km
d) 0,000076 m = 0,0076 cm

108. a) 2 300 a = 0,23 km?

b) 0,000075 m? = 75 mm?
c) 810 000 cm? = 81 m?
d) 37000 m? =370 a

109. a) 170cm=1,7m

b) 8,6 m<90dm
c) 43 a< 0,01 km?
d) 0,00005 m? < 5 cm?
e) 260 ha > 260 000 m?
f) 0,000000039 a < 39 mm?
110.2) 22X
17,5 10,9
17,5x=15,2-10,9
17,5x = 165,68 |: 17,5

X=9,467... 9,5 (cm)

41 X
102 145
102x = 41 - 145
102x =5 945 |:102
X = 58,284 ... ~ 58 (mm)

b)
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111. a)

b)

112.

113.

Summa

Verrannon voi ratkaista
my0s laskentaohjelmalla.

Mittakaava | Tuntosarvi (cm)
Kuva 20 1,2
Luonto 1 X
20 1,2
1 x
20x=12 |: 20
X =0,06 (cm)

0,06 cm =0,6 mm

Mittakaava | Silm& (mm)
Kuva 20 y
Luonto 1 0,4
20_y
1 04
y=20-04
y = 8,0 (mm)

Lasketaan pinta-ala.
32,5-47,5=1543,75 (m?)

Verrannon voi ratkaista
myos laskentaohjelmalla.

1543,75m?=154375a=154a

Verrannon voi ratkaista
myos laskentaohjelmalla.

Korkeus (m) | Varjo (m)
Keppi 1,2 19
Puu X 4,8
12_19
X 4,8
19x=1,2-4,8
1,9x=5,76 [:1,9

x=3,031... = 3,0 (m)
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114. a)

Mittakaava | Jarvi (km)
Kartta 1 X
Luonto 100 000 1,2

L _x

Verrannon voi ratkaista
100000 1,2 myos laskentaohjelmalla.
100 000x = 1,2 | : 100 000

x = 0,000012 (km)

0,000012 km =1,2 cm

b)

Mittakaava | Valimatka (cm)
Kartta 1 32
Luonto 100 000 y

1 32
100000 vy Verrannon voi ratkaista
y = 3200 000 (cm) my0s laskentaohjelmalla.

3200 000 cm =32 km

115. Talon omistajan mittaustuloksilla:
3,65 3,30 = 12,045 = 12,0 (m?)
12,0 m? = 120 000 cm?

Rakennusmiehen mittaustuloksilla:
3674 -3335=12252790~ 12 300 000 (mm?)
12 300 000 mm? = 123 000 cm?

Lasketaan erotus pyoristaméattomilla arvoilla.
122 527,90 cm? — 120 450 cm?= 2 077,9 cm? = 2 080 cm?
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116. a)
Mittakaava | Mittakaavan nelio | Pinta-ala (km?)
Kartta 1 12 X
Luonto 50 000 50 0002 11
¥ x
50 000> 1,1 Verrannon voi ratkaista
50 0003 = 1.1 | - 50 0002 myos laskentaohjelmalla.
X = 111 - :4,4'10—10
50 000
44100 km? = 4,4 cm?
b)
Mittakaava | Mittakaavan nelio | Pinta-ala (cm?)
Kartta 1 12 12,5
Luonto 50 000 50 0002 y
1? 125
50 0002 y Verrannon voi ratkaista
y=12.5 - 50 0002 myos laskentaohjelmalla.
y=3,125 - 10* (cm?)
3,125 - 10%° cm? = 3,125 km? = 3,13 km?
117.

33cm

55¢cm

63 cm

Kuvassa on kaksi yhdenmuotoista kolmiota. Muodostetaan verranto ja ratkaistaan se
laskentaohjelmalla.
X _55
33 63
X =28,8095...= 28,81

Kokonaiskorkeus on
55+ 28,81 = 83,81 = 84 (cm).
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118. a)

b)

119.

120.

121.

0,56 - 1,25=0,7 (km?)
0,7 km2 = 700 000 m?

% = 1521 (cm?)

1521 cm?=0,1521 m?~ 0,15 m?

Lamppu ja Kerttu sek& lamppu ja Kertun varjo muodostavat kaksi kolmiota, jotka ovat
yhdenmuotoisia. Lamppu on molempien kolmioiden kérkend. Vastaisena kateettina on
toisessa kolmiossa Kerttu ja toisessa Kertun varjo.

Kerttu/ | Lampun etéisyys Kertusta /
varjo varjosta
Pieni kolmio (Kerttu) X 3
Iso kolmio (Kertun varjo) 2 4
X 3 . .
2.2 Verrannon voi ratkaista
2 4 myads laskentaohjelmalla.
4x=3-2 |:4
6
x=—=15(m
2 (m)

Poytaliinan ala ennen pesua 2 - 4 = 8 (m?)
Mitat pesun jalkeen: 0,95 -2=1,9(m)ja0,95 - 4 =3,8 (m)
Poytaliinan ala pesun jilkeen: 1,9 - 3,8 = 7,22 (m?)

Muutos on

8_7’22=0,0975=9,75 %.

Huoneen seinien pinta-ala ikkunoiden ja ovien kanssa neliometreiné on
2-5,200 - 2,480 +2 - 4,650 - 2,480 = 48,856.

Pinta-ala ilman ovia ja ikkunoita on
0,75 - 48,856 = 36,642 (m?).

Maalin kulutus on
36,642
8

1,1-2- = 10,076... = 10,1 (litraa).
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122.
Mittakaava Matka

Kartta 1 1,25 cm

Luonto n| 25km=2500000cm
1 125
n 2500000

1,25n = 2 500 000 111,25 Verrannon voi ratkaista
2500 000 myads laskentaohjelmalla.
n=———— =2000 000
1,25

Mittakaava on 1: 2 000 000.

Mittakaava Mittakaavan nelio Pinta-ala (km?)
Kartta 1 12 X
Luonto 2 000 000 2 000 0002 100

1 X
2 000 0002 - 100 Verrannon Vvoi ratkaista
myos laskentaohjelmalla.
2 000 000%x = 100 | : 2 000 0002
X :&2 =25.10™"
2000000

2,510 km? = 0,25 cm?

123.
Pituus Pinta-ala | Lankamaara
Peitto 1 80 802 550
Peitto 2 X NG 380
80 _550
x> 380

550%% = 6 400 - 380

, _ 6400-380

X =z —
550

6400380
X =, [
550

X=66,49 ... = 66 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.
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124. a)
A’=(4,-3),B’=(-2,-6),C’=(-6,-4)jaD’ = (-4,-1)
b)
yﬂ
B
6-_
= 4 -
A
t D: t t + + + U + t + t t + >
-6—4—22 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 x
2 °r
= D
—6" A’
-8 1 C
—10 +
B’
A’ =(10,-7), B’ =(16,-10), C’ = (20, -8) jaD’ = (18, -5)
125. Sivujen mittakaava on pinta-alan mittakaavan neligjuuri.

Jos siis pinta-ala muuttuu suhteessa 1 : 2, niin sivut muuttuvat suhteessa 1 : V2.

Uuden kartan mittakaava on 1 : (\/E - 20 000) eli noin 1 : 28 284.

Pienennetyn kartan mittakaava on 1 : 28 300.
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Suorakulmainen kolmio

126.
a)

b)

127. a)

b)

128. a)

b)

Sivun pituus ratkaistaan Pythagoraan lauseella.

49 + 657 = X2
X2 = 6 626

X =1,/6 626 Koska kyseessé on pituusmitta, negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.

x=81,40 ... = 81 (cm)

x> +4,3°=6,5
X2 =6,5% - 4,3
x> = 23,76

X=1,/23,76 Koska kyseessa on pituusmitta, negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.

X=4,874... = 4,9 (cm)

tan 20° = X
13

X =tan 20° - 13
x=4,731... = 4,7 (m)

c0s35° = X
8

Xx=cos35°.84
X=6,880... 6,9 (m)

. 3,5
sina =—

o =2781...°~28°

12,4
4,1
a=71,70...°=72°

fana =

oikein
oikein
vaarin
vaarin
vaarin
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130.

131.

132. a)

b)

133. a)

Lasketaan ensin sen kulman « suuruus, joka on 7,2 cm pituista kateettia vastapdaté.

. 7,2
Sina =—

a=47.28...c=47°

Kolmion kulmien summan on 180°. Kolmas kulma f saadaan yhtalosta
S +47° +90° =180°
B =43°

Kulmien suuruudet ovat 90°, 47° ja 43°.

tan53°:M
X
tan53° - x=1,4 | : tan 53°
1,4
X=—
tan 53°
x=1,054... = 1,1 (cm)

Lavistdja jakaa suorakulmion kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi.

Lavistajan pituus lasketaan Pythagoraan lauseella.
2,77+ 752 =x?
X2 = 63,54
X = +/63,64 Koska kyseessa on pituus, negatiivinen vastaus ei kay.
x=17971 ...~8,0 (cm)

Yhtélon voi ratkaista
myos laskentaohjelmalla.

Piirretddn mallikuva.

Korkeusjana jakaa kolmion kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi.
Suorakulmaisen kolmion kanta on 19cm
11cm:2=55cm.

Korkeus lasketaan Pythagoraan lauseen avulla. h
Yhtalo ratkaistaan laskentaohjelmalla.
5,52 +h?=19° n

h=18,1865... ~ 18,19 (cm) 11em
tai
h=-18,1865... ~-18,19 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kay.

A 11-18,19
2

= 100,045 = 100 (cm?)

c0s60° = X Yhtalon voi ratkaista
4,5 myés laskentaohjelmalla.
X=4,5"-cos 60°
x=2,3(m)
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7,
b) sin39°=— Yhtalon voi ratkaista

myos laskentaohjelmalla.

X
sin 39°-x=7,3
7,3
X= —
sin 39°
Xx=11,59... = 12 (m)

134. a)
i

rErEEYRE TSR
=it B

b) X2 =72+ 42
X2 =65
X = +4/65 Koska kyseessé on pituusmitta, negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.

135. Rinteen pituus x saadaan Pythagoraan lauseen avulla.
x2 = 252 + 552

Ratkaistaan yhtéld laskentaohjelmalla.
X =60,4152... = 60 (cm)

tal
X =-60,4152... =60 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kay.

Keskinopeus on

V= %= 4,028 =~ 4,0 (m/s).

136. a)
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e, 13

BV

Kulman A suuruus saadaan laskettua,
kun 90° kulmasta vahennetaan kulmien  ja L1 suuruudet.

2
tan f=—
p 5

£=21.8014...°
5
tfany =—
’=5
[ = 45°

Kulman A suuruus on
90° —21,80° — 45° = 23,20° = 23,2°.

137. Piirretaan tilanteesta mallikuva.

55 m 35°( 25° (

X

Lasketaan pienemmasta kolmiosta tornin korkeus h.

tan 35° = L
55

Yhtélon voi ratkaista
h =55 - tan 35° myos laskentaohjelmalla.
h=38,5114... = 38,51 (m)
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138. a)

b)

139.

a)
b)

Suuremmasta kolmiosta saadaan Matiaksen ja tornin valinen etéisyys X.

38,51

tan25°=——

tan 25° - x = 38,51
o 38,51

82,58 -5

X
| : tan 25°

~ tan 25°
X =82,5849 ... =~ 82,58 (m)

5=27,58 =28 (m)

Yhtélon voi ratkaista
my0s laskentaohjelmalla.

Kateetin BC pituus on saadaan Pythagoraan lauseella. Ratkaistaan sivun x pituus
laskentaohjelmalla.
X2 +4,42=8,1°

X =16,8007...~ 6,8 Koska kyseess on pituusmitta, negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.
=6,8 (cm)

X

Kulma C:

siny =—
Ve 1

8

[1=32,902...°=32,9°

Kulma A:

a=90°—

Kolmion
A 4,4.

32,9° =57,1°

pinta-ala on
6.8 =14,96 ~15,0.

\= 130,601°

A

EY° 1 2«
2
=
4
L

Laskentaohjelmalla saadaan, ett& sivun AB pituus on 5,831.
Laskentaohjelmalla saadaan, ettd kulma ABC = 130,601°
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140. Piirretaan tilanteesta mallikuva. Kuvassa on yhden suunnan vanha ja uusi vaijeri.

r

.

Lasketaan kiinnityskohdan korkeus h alkuperéisen vaijerin muodostaman kolmion
avulla.

sin60° = L Yhtalon voi ratkaista
10,0 my®s laskentaohjelmalla.
h =sin 60° - 10,0
h =8,660254... =~ 8,6603 (m)

Uuden vaijerin pituus x saadaan toisesta kolmiosta.
. 8,6603
sin50° = ——
X
sin 50° - x = 8,6603 | : sin 50°
o 8,6603
sin50°
Xx=11,305... = 11,3 (m)

141. Pythagoraan lauseen mukainen yhtalo:
X2+ (2x — 1)? =172
X2+ (2x—1)(2x — 1) = 289
X2+ 4x2 —2x—2x + 1 =289
5x% —4x—288=0

Ratkaistaan ratkaisukaavalla: a =5, b = -4, ¢ = -288.
 —(-4)*/(-4)? - 4.5-(-288)

X

2-5
o 4+5776 4+76
10 10
X= 4+76 =8 tai x= 4-76 =-7,2 Negatiivinen vastaus ei kay.
10 10
2:-8-1=15

Sivujen pituudet ovat 8, 15 ja 17.
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142.
Tehtdvénannosta puuttuu tieto siitd, ettd laskettava sivu on kolmion pisin sivu. llman
tata tietoa tehtavalle 16ytyisi toinenkin ratkaisu (alla olevan kuvan pienempi kolmio).
Taman toisen ratkaisun huomaaminen on kuitenkin lyhyen matematiikan oppimaaréan
ylittava taito.

4,2 cm

6,3 cm

Oletetaan ratkaisussa, ettd kysytty sivu on kolmion pisin sivu kuvan mukaisesti.
Jaetaan kolmio kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi. Kysytyn sivun pituus on kuvan
merkinndin z +y

sin37 = —
6,3

X=6,3-sin37°=3,79143... = 3,791

c0s37 =L

y=16,3 - cos 37°=5,03140... = 5,031

Pythagoraan lause:

72 +3,7912 =422

Laskentaohjelman yhtéldnratkaisutoiminnolla saadaan z = 1,80784 ... tai
z=-1,80784...

Negatiivinen ratkaisu ei kay, joten z ~ 1,808.

Kolmannen sivun pituus on

z+y=1,808+5,031=6,839~6,8

Kolmannen sivun pituus on 6,8 cm.
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143. Etu- ja takaseinan korkeuden ero on 2,6 — 2,1 = 0,5 (m).

Lasketaan katon kaltevuuskulma.

Katon reunan vaakasuora leveys on
0,45+2,0+0,45=2,9 (m).

Yhtalon voi ratkaista

Lasketaan katon lappeen pituus X. .
bpeen p myos laskentaohjelmalla.

c0s14,04° = 29
X
cos 14,04°-x=2,9
2,9
X=— =
cosl14,04°
X =2,9893... (m)

Lappeen leveys on
0,45 + 3,0 + 0,45 = 3,9 (m).

Pinta-ala on
A=39-2989=11,65...~12 (m?).

144. Piirretdan tilanteesta mallikuva.
Lasketaan 5 minuutin aikana kuljettu matka.
5 min= ih = i h X . ]
60 12 Vesitorni

l h-40 km/h :31 km
12 3

5 min
Lasketaan, kuinka kaukana vesitorni on tiesta. 20 km/h B2
tan 12° = Ll
3= Yhtélon voi ratkaista
3 my0s laskentaohjelmalla.
1
X=tan 12°- 3=
3

X =0,7085... = 0,71 (km)

0,71 km =710 m
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145.

146. a)

b)

Summa

Vasemmanpuoleisen nelidn sivun pituus on

sV:§:2,5
2

Neli6n pinta-ala on 2,5% = 6,25.

Oikeanpuoleisen nelion sivun pituutta merkitaan x:11a.
Hypotenuusan pituus on 3x.

(32 =52 + 52
9x% =50
2_20

9
X = /@=@=ﬂ=2,3570...z2,36
9 Jo 3

Oikeanpuoleisen nelion sivun pituus 2,36 < 2,5 eli oikeanpuoleisen nelion pinta-ala on
my0s pienempi.

AC| J3*+1* 10 [0
NG

|AB| 22412

X

Piirretdan kolmio ja sille kulman A puolittaja. Haetaan laskentaohjelmalla sivun BC ja
kulmanpuolittajan leikkauspiste D. Saadaan, ettd D(1,59; 1,83).
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Kuvioita
147. a)C b) B c) A d)C e)B
148. A=7-6,852=147,41 ... = 147 (cm?)
p=2-m-6,85=43,039 ... ~43,0 (cm)
149. a) b:300 -2-7-3,7=19,37...~19 (cm)
360°
300° 5 5
b = -r-3,7°=35,84...~36 (cm
) A 360° © (cm*)

150. a) 36 - 26 = 936 = 940 (cm?)

b) 18435 5 6-6,89~6,9 (cm?)

151. Jaetaan sédanndlliset monikulmiot tasakylkisiksi kolmioiksi niin, ettd kolmioiden karjet
ovat monikulmion keskipisteessa.

a) Kuusikulmio muodostuu kuudesta tasakylkisestd kolmiosta. Tasakylkisen kolmion
huippukulma on 360 =60°.
Kantakulmat o ovat suuruudeltaan o = @ =60".
Kuusikulmion kulman suuruus on 2 - 60° = 120°.

b) Viisikulmio muodostuu viidesta tasakylkisesta kolmiosta. Tasakylkisen kolmion
huippukulma on 300° _ 72°.
Kantakulmat o ovat suuruudeltaan o = % =54°,

Viisikulmion kulman suuruus on 2 - 54° = 108°.

152. a) p=rx-42=1319 ... ~ 130 (cm)

b) zd = 156 |: 7
d= @=49,656...z49,7 (cm)
V4
150 2 2
153. a) A = 7-5,0°=3,272...~3,3(M")

T 360°
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o

b) 7-14% =32

360°

Laskemalla:

21967 =32 |- 360°

360°

1967 =32-360° | :196%
a=3230 _ 1870, 0= 190
1967

Laskentaohjelmalla:

21967 =32

360°

[1=18,70...°= 19°

154. a) Kulmasta piirretty korkeusjana erottaa puolisuunnikkaasta suorakulmaisen kolmion.

Kolmion toisen kateetin x pituus on

5,0;2,0=1’5(Cm). x >0cm

Korkeus h voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla. 4lem\ |,

h? + 1,52 = 4,12

Ratkaistaan yhtalé laskentaohjelmalla. Afem

h=3,8157... 13,8 (cm) tai

h=-3,8157... [1-3,8 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.

Puolisuunnikkaan pinta-alaon A= # .3,816 =13,35...~13 (cm?).
b) Lavistajat puolittavat toisensa ja leikkaavat suorassa kulmassa.

Neljékas jakaantuu neljaksi yhtenevaksi kolmioksi.
Kunkin kolmion kateettien pituudet ovat 1,75 cm ja 1,05 cm.

Kolmion pinta-ala on

A, = % - 0,91875 (cm?). —H—

Neljakkaan pinta-ala on
A =4.0,91875 = 3,675 ~ 3,7 (cm?).
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155.

156.

157. a)

b)

Koska nelion ala on yksi ja yhden apunelion ala on i.

Kuviosta nékee suoraan, etta
a(A) = a(B) = %

alC) = 2.

a(bD) = 4.

l\)!l—‘ I\J!I—‘
Sl &lr

a(E) =a(C

N—r
I
&l

a(F)= 2.

+

5lrolr

Bl
©|— O]

N~ NP

aG) = 2-

=
(o]
_I_

6,1 cm
A=ah

6,lh =124 6,1
h=20,327... 20,3 (cm)

. 20,33
sing =——

o =54,40...° = 54°
S =180° — 54° = 126°
25¢cm

No|

Merkitaan kuvaruudun leveyttd 16a:lla ja korkeutta 9a:lla.
Lavistaja d = 40 tuumaa eli 40 - 2,54 cm = 101,6 cm.

Pythagoraan lause:
(16a)? + (9a)? = 101,6>

Laskentaohjelmalla:
(16a)2 + (9a)? = 101.62
RatkaiseNumeeriseti: {a = -5.5345, a = 5.5345}

Kuvaruudun leveys on 16a = 16 - 5,5345 cm = 88,5520 cm ~ 88,6 cm ja
korkeus 9a =9 - 5,5345 cm = 49,8195 cm ~ 49,8 cm.

Kuvaruudun pinta-ala on
A =16a- 9a = 144a’ ~ 4 411 (cm?).
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158. S&annollinen 9-kulmio koostuu yhdeksasta tasakylkisestd kolmiosta,
joiden huippukulma on 360 =40°. b0
Muodostetaan kolmion korkeudelle yhtalo ja ratkaistaan se. h
tan 20° = %
tan 20° - h=6,5 [_65cm
6 5 13,0cm
h=———=17,85860... < 17,859 (cm)
tan 20°
A=9-M =1 044,7515~1 040 (cm?)
159. Suunnikkaan korkeus h saadaan suorakulmaisen kolmion avulla, jonka toinen
kateetti on korkeusjana.
sin40° = n
3,9 3,9cm h
h=sin40° - 3,9 =2,50687... = 2,507 (cm)
Pinta-ala on A=2,507 - 6,1 = 15,2927 = 15 (cm?). 40° 1
6,1 cm
Suunnikkaan vierekkaisten kulmien summa on 180°.
180° — 40° = 140°.
Kulmien suuruudet ovat 40°, 140°, 40° ja 140°.
15° 2
160. = -rr°=35
A 360°
Laskemalla:
1 =35 |- 360°
360°
15° - r2 =35 - 360° |:(15°- @)
, 35-360°
- =
r-15°
ro g 32360 Negatiivinen vastaus ei kay.
m-15°
r=16,35... =16 (cm)
Laskentaohjelmalla:
15 r? =35
360°
r=16,35... = 16 (cm) tai
r=-16,35... ~-16 (cm) Negatiivinen vastaus ei kay.
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161. Ympyran séde saadaan kaaren pituuden yhtalosta. 19°
Laskemalla:
29 27nr=1,8 | - 360°
360°
29°-2nr =7,8-360° |:(19°-2n)
= 18:360° 15 4105 .~ 1541 (cm) 28,52 cm
29°-27 9.5

Laskentaohjelmalla:

29 27r=17,8
360°

r=154105 ... = 15,41 (cm)

Kaksi sadetta ja janne muodostavat tasakylkisen kolmion, jonka huippukulma on 19°.
Kolmio voidaan jakaa kahdeksi yhtenevéksi suorakulmaiseksi kolmioksi.
Suorakulmaisen kolmion kanta on puolet janteesté ja huippukulma puolet
keskuskulmasta.
sin14,5° = —
15,41
X =sin 14,5° - 15,41 = 3,85835...~ 3,858 (cm)

Jénteen pituus on 2 - 3,858 = 7,716 (cm)

162. Piirretddn kuva laskentaohjelmalla ja katsotaan mitta kuvasta.
43cm 4,3cm

Neljakk&an sivun pituus on 4,3 cm.
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163. a)

b)

164.

Merkit&d&n nelion sivun pituutta a:lla.

Neli6n piiri p = 4a ja nelion pinta-ala on Anelis =a°.

Merkitadn ympyran sadetta r:11a. Ympyran kehan pituus on 2[1r ja pinta-ala on
Aymyré: DI’Z.

Nyt 4a = 2[Ir ja ratkaistaan a.
zr

Lasketaan alojen suhde.

(ﬂ'rJz 71'2|’2

i zre

Aveiis  _ & 22 =4 __Z.0,7854
'A\/mpyré1 al al &l

Nelion ala on siis 100 % — 78,54 % = 21,46 % pienempi.

Bmors _ 4 _1 2732
Ais 7

Ympyrén ala on siis 127,3 % — 100 % = 27,3 % suurempi.

Ympyran séde on 0,5.

Ympyrén kehén pituus on 2z - 0,5 = 7 (= 3,14).

Kahdeksankulmion halkaisija on 1.

Kahdeksankulmio voidaan jakaa kahdeksaksi yhtenevaksi tasakylkiseksi kolmioksi.

o

0 =45° jakylki 0,5.

Kolmion huippukulma on

4%°
Kannan pituus saadaan yhtalosta 05
sin22,5° = x ’
0,5

X =sin 22,5°- 0,5

Kanta on
2 -sin 22,5° - 0,5 = sin 22,5°.

Kahdeksankulmion piirin pituus viiden desimaalin tarkkuudella on
8 - sin 22,5°=3,0614674 ... = 3,06147.

3,06147
p/1

=0,97449...~ 0,974

100 % -97,4 % =2,6 %
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165.

166.

167. a)

b)

40 000

27

Maan sade on R = =6 366,19... =6 370 (km).

Katseen suunta Maapallon pintaa pitkin kulkee ympyrén tangenttia pitkin.
Tangentti ja ympyran sade ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Tangentin osa hypotenuusana ja séde toisena kateettina muodostavat

o

25 =12,5°.
2

suorakulmaisen kolmion, jonka toinen terédva kulma on

Toinen kateetti muodostuu Maan séteesté R ja etdisyydesté satelliitista
Maan pinnalle x.

sin12,5°:i
R+ X

sin 12,5° (R+x) =R
sin 12,5°-R+sin 12,5°-x=R
sin 12,5°-Xx=R —sin 12,5°-R

x = RESINZSR 53 060, . =23 000 (km)
sin12,5°

r=63+h

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
(6,3 +h)?=9,5% + h?
h =4,0127

Halkaisija on
2-(6,3 +4,0127) = 20,6254 [121 (cm).

Jos kuusikulmion kaksi viereistd kédrkeé yhdistetdén keskipisteeseen, syntyy
tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on r. Tasté nékyy, ettd leveys x = 2r.

Yhdistamélla kolme vierekkaista karkea keskipisteeseen, saadaan kaksi tasasivuista
kolmiota, joissa sivun pituus on r. Kuusikulmion korkeus y on ndiden kolmioiden
korkeuksien summa.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali « Ratkaisut



:Su!nma

C) Kuusikulmio jakautuu karjista keskipisteeseen piirretyilla janoilla kuuteen
tasasivuiseen kolmioon, joiden pinta-alojen summa on
6. r2\/3 B 3r2\/3
4 2

Kuusikulmion ja ympyran valiin jaavén alueen pinta-ala on
3r2y3 _7;( rjz 3’3 art .2 {3\@ _EJ

2 2 2 4 2 4

Koontitehtavia luvuista 1-3

168. a)C b) B ¢)C d)B e)C f A

169. a) 14x —50 = 3(x + 20)
14x — 50 = 3x + 60

11x = 110 |:11
x=10
b) (5)%2-3-(5)-4=25+15-4=36
¥3 5 9 5 14
c) ===
X 3Xx 3x 3x 3x

170. a) 8969 =20

20 _0,2047.. 0,22 = 22%
89

11-(-3)-(-55) _-33+55_-27.5_,

b) 11-(-3)-(-5,5) 11-16,5 -55

c) 2x% + 7 = 15x
2x2 - 15x+7=0 a=2,b=-15¢=7

. —(~15)+4/(-15)2—4-2-7 15+./169 15+13
2.2 4 4

15-13 1

x=15+13=7 tai X=——
4 2
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171. a) Muutetaan mittojen yksikot vastaamaan toisiaan.
17 km =17 000 m X A =68 000 m?
6,8 ha = 680 a = 68 000 m?
17 000x = 68 000 | : 17 000 17 000 m
X=4(m)
4 m=4000mm
b) Lavistdjan x pituus lasketaan Pythagoraan
lauseen avulla.
X 24 m
X2 = 242 + 282
Ratkaistaan yhtalo laskentaohjelmalla. 28 m
x =-36,87...1-37 (m) Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.
tai
x=36,87...137 (m)
172. Laskemalla:
2x—10° + (x + 10°) + (x + 10°) = 180°
2x—10° + x + 10° + x + 10° = 180°
4x +10° = 180°
4x=170° |:4
X =42,5°
Laskentaohjelmalla:
2x —10° + (x + 10°) + (x + 10°) = 180°
X =42,5°
Kulmien suuruudet ovat
2x—10°=2-42,5°-10° =75°
x +10°=425°+ 10° =52,5°.
Kolmio on tasakylkinen. h \
52,5°
Kannan puolikas on 75 =3,75 (cm). \ []
2 3,75 cm
Korkeus lasketaan tangentin avulla.
tan 52,5° = 3,75
3,75

h=3,75 - tan 52,5°
h=4,88709... [14,887 (cm)

7,5-4,887

Kolmion pinta-ala on — =18,32625~18 (cm?).
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173. Kuvion pinta-ala on 13,18577 ja kulman suuruus 152,30769°.
174. Merkit&&n opiskelijoiden maaraa x:11a. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se
laskentaohjelmalla.
X + X + X +57=X
10 4 3
x =180

Lukiossa on 180 opiskelijaa.

175. a) Laskentaohjelma:
Piirretddan kuvio ja mééritetadn siitd huippukulman suuruus.
Se on 26°.

Laskemalla:
Merkitadn huippukulman puolikasta a:lla. Kannan puolikas on 20 m ja

[1[112,84°, joten huippukulma on 2[1 [ 26°.

b) Laskentaohjelma:
Piirretdan kuvio ja maaritetaén sitd kolmion pinta-ala.
Seon 1755 m?,

Laskemalla:

Merkitaan kolmion korkeutta h:lla. Talléin cos [J :g_ho'

h = 90cosl] [ ] 87,75

Pinta-ala on i;h =20h ~1 755 (m?)

176. Varjon pituus alussa:
tan 55° = 240 |- X
X
X - tan 55° = 240 | : tan 55°
240
X = =168,0498... ~ 168,05 (cm)
tan 55°
Varjon pituus lopussa: 240 cm 264 cm
tan 55° = 2—34 |-y
0 55°
y - tan 55° = 264 | : tan 55° mi ( u
y= —2%% 184 8547, ~184.85 (cm) X y
tan 55°

Varjon pituuden muutos: y — x = 184,85 — 168,05 = 16,80 [1 17 (cm)
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177.

178.

179.

X

Nelidn sivun pituus:

x2=16,0

X =+./16,0 Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.

X =4,0 (cm) X

y

Ympyran halkaisija on sama kuin nelion sivun pituus. y

Ympyran séde: r = % =2,0 (cm)

Ympyrén pinta-ala:

A=0r?=01-2,02=12,566...[112,6 (cm?)

Pienemman nelidn sivun pituus saadaan Pythagoraan lauseella.

y2 + y2 - 4,02

Ratkaistaan y laskentaohjelmalla.

y =-2,82842...[1-2,828 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.

tai

y=2,82842...[12,828 (cm)

Nelion ala: A =2,828%=7,997584 [18,0 (cm?)
Tilanne Litrahinta (€) Paivamyynti (1) Piivimyynnin tulot (€)
Alussa h m hm
Lopussa 1,050h X m 0,972hm

Ratkaistaan yhtalon avulla kerroin x.
1,050% - x - m=0,972hm |: hm
1,050x = 0,972 | : 1,050
x=0,925714...110,9257

Hinnankorotuksen jalkeinen paivamyynti 0,9257m on 92,57 % aiemmasta
paivamyynnista m.

Myynti pieneni 100 % — 92,57 % = 7,43 % [1 7,4 %.

Merkitédén leveytté x:114. Korkeus on x + 2. Muodostetaan yhtalé suorakulmion
korkeudelle ja ratkaistaan x laskentaohjelmalla.

X(x +2) = 87,36

x=8,4tai x =-10,4 Negatiivinen ratkaisu ei kelpaa.

X+ 2
Leveys on 8,4 m ja korkeus 8,4 m +2 m = 10,4 m. A =87.36
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4 LISAA YHTALOITA

Kahden muuttujan yhtalo

w0 2220,
11-1" 10

b L33 0 o
—11-(=1) -10

181. a) x=0,y=6
6=-4-0+6
6=6 tosi
Piste on suoralla.

b) x=-4,y=6
6=-4-(-4)+6
6=22 epétosi
Piste ei ole suoralla.

c) x=1,y=2
2=-4-1+6
2=2 tosi

Piste on suoralla.
182. a)
3x—y=1
x+y=3
4x =4 |:4

X =
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b)

183. a)

b)

184.

Summa

y=2x+8
{x+y:—4
x+(2x+8)=—4
x+2x+8=-4
3x=-12 |:3
x=-4

y=2-(4)+8=0

x=-4

y=0
Suoran ja y-akselin leikkaupisteessd x = 0. Pisteen y-koordinaatti on suoran yhtilon
vakiotermi —1. Oikea vastaus on B.
Muokataan suoran yhtdloa.
S5x+y—-3=0

y=-5x+3

Suoran kulmakerroin on -5, joten suora on laskeva. Oikea vastaus on B.

Suoran kulmakerroin on 2, ja suora leikkaa y-akselin, kun y = —6. Oikea vastaus on
A.

Suorien leikkauspiste saadaan selville ratkaisemalla yhtélopari.

y=-3x+9
y=2x-6

3x+9=2x-6
—5x=-15 | (=5)

x=3

y=2-3-6=0

x=3
y=0
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185. Kéytetdan suoran yhtilon kaavaa y — yo = k (x — xo)
a) k=5 japiste (6, 3)
y—3=5(x-06)
y—3=5x-30
y=5x-27
b) = -3 japiste (9, -1)

y-EH=-3x-9)
y+1==3x+27
y=-3x+26
x+2y=7
186.

Y {x—y=4 (1)
x+2y=17
-x+y=—4

3y=3 |:3

y=1

Tx+2v=16
b) {x Y

y=x-1

Tx+2(x—1)=16
Tx+2x-2=16
Ox=18 |:9
x=2

187. a) y=-4x+12
Kulmakerroin on k£ = —4.

b) y=-4x+12
Suora leikkaa y—akselin pisteessd (0, 12).

C) x—akselillay =0
0=—4x+12
4x =12 |: 4
x=3
Suora leikkaa x—akselin pisteessé (3, 0).
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188. Kulmakerroin on
3-8 —_5 B _l
3-(<7) 10 2’

Suoran yhtdlo on

1
—3=——(x-3
y 2( )
1 3
=——x+—43
Y=
1.2
YT

Sijoitetaan suoran yhtdloon x = 123 ja y = —57 ja tutkitaan, toteutuuko yhtlo.

s7--L342
2 2
~57=-57

Yhtilo on tosi, joten piste (123, —57) on suoralla.

189. a)
x+2y=5
{3x—y=1 -2
x+2y=5
{6x—2y=2
7x =7 7

x=1

3:-1-y=1
-y=1-3

b)

8r+12s5s =228
17r =204 [:17
r=12
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190.

191. a)

b)

Summa

2-12+3s=57
3s=57-24
3s=33 |:3
s=11

Merkitddn yksikoiden madrda x:114 ja pariairokaksikoiden mééraa y:l14.
Veneiden lukuméérd on x + y = 14. Airojen lukumiiri on 2x + 4y = 36.
Muodostetaan yhtdlpari ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.

x+y=14
2x+4y =36
x=10jay=4

Yksikkdjd on kymmenen ja pariairokaksikoita nelja.

Piirretdéin kolmio esimerkiksi geometriaohjelmalla ja miéritetdén sen pinta-ala

ohjelman mittaustoiminnolla.

AL
7

S TS R LY |

Pinta-alan kaksidesimaalinen likiarvo on 4,17.

Suora y = —3x + 5 leikkaa y-akselin kohdassa y = 5.
x-akselin leikkauspiste saadaan yhtaldsti

0=-3x+5.

3x=5 |:3
x=§:1g
3 3

Kolmion pinta-ala on

5
5.2

A=_3_2_,1
2 6 6
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192. Merkitdan aikuisten lippujen lukumaardd x:114 ja lasten y:l1a.
Lippujen mairéstd saadaan yhtdlo x +y = 167.
Myyntituloista saadaan yhtélo 8x + 5y =1 105.
Muodostetaan yhtdlpari ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
x+y=167
8x+5y=1105

x=90jay="77
Aikuisten lippuja myytiin 90 ja lasten 77 kappaletta.

193. Vaiheiden jirjestys
8qx+2y+5=0
2y=-8x-5G
y=—4x-2,5C

Téastd ndhddén suoran kulmakerroin.

k=-4 D

Sijoitetaan kulmakerroin ja tunnetun pisteen koordinaatit suoran yhtélon kaavaan ja
muokataan saatua yhtaloa.

y=3=-4(x-1) A
y—3=-4x+4 E
y=—4x+7 B

Kohta F ei kuulu ratkaisuun.

Oikearivion G, C, D, A, E, B.
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194. Yhtilostd 2x — 3 = 3x — 2 saadaan leikkauspisteen x-koordinaatti.
2x—3=3x—-2
2x—=3x=-2+3
—x=1 |:(=1)
x=-1

Vastaava y-koordinaatti on y =2(—1) — 3 =-5.
Suoran s kulmakerroin
= 7—(=5) 7+5 12

= Lo oS,
7—(-1) 7+1 8

3
2

Suoran s yhtélo on

Y —y0=k (x —x0)

(xo, y0) = (7, 7)

y=T7=15-(x-17)

y—7=1,5x-10,5
y=15x-10,5+7
y=15x-3,5

Piste P on (-1, —5) ja suoran s yhtélé on y = 1,5x — 3,5.

i 9 =3 B 23 = ol
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Piirretddn tilanteesta kuva esimerkiksi geometriaohjelmalla, ja muutetaan
liukusdatimen avulla vakion b arvoa yhtilossd y = —2x + b.

P R O P | +72 3 445 6N\7 8 x

===

Kuvan mukaan ratkaisuja niyttiisi olevan kaksi, b = 12 ja b = —4. Perustellaan tima
laskuilla.
Suora y = x — 2 leikkaa x—akselin pisteessd, jonka y-koordinaatti on nolla.
O0=x-2
—x=-2
x=2.

Suoran y = —2x + b tdytyy leikata x-akseli joko pisteessi (6, 0) tai (-2, 0).

Kun leikkauspiste on (6, 0), saadaan yhtélo

0=-2-6+b
12=b
b=12

Kun leikkauspiste on (-2, 0), saadaan yhtdlo

0=-2-(2)+b
—4=b
b=-4.

Siis b =12 tai b =—4.
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=2x+1
196. {y *

y=5x+3

2x+1=5x+3
2x—5x=3-1
-3x=2 |:(=3)
2

X=——

3

2 1
:2- —_— +1=__
d ( 3j 3

Leikkauspiste on (—%, —%) .

197. a) Suoran kulmakerroin k =——=

Suoran s yhtélo on
v —yo=k (x —xo0)
(xo, yo) = (1, 2)

b) Sijoitetaan pisteen x-koordinaatti yhtdloon. Mikéli y:n arvoksi tulee 40, piste on
suoralla.

y—g'

5
X+ —.
3

W | =

Piste (120, 40) ei ole suoralla y =
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x+y=1 [-3
198. a)
2x-3y =37
3x+3y=3
2x-3y =37
5x =40 |5
x=8
8+y=1
y=1-8=-7
2x+5y =26
b) { Y
y=3x-5
2x +53x—-5)=26
2x +15x-25=26
17x=26+25
17x =51 |:3
x=3
y=3-3-5
=4
199. x+7y-6=0
Ty=-x+6 |:7
_ L8
YT
a) Kulmakerroin on k = —%.
b) Suora leikkaa y-akselin pisteessi (O, gj .
C) Suora leikkaa x-akselin, kun y = 0. Sijoitetaan tima yhtélon alkuperdiseen muotoon.
x+7-0-6=0
x—-6=0
x=6

Suoran ja x-akselin leikkauspiste on (6, 0).

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Kertauskirja

200.

201.

Summa

Merkitddn maalin A maardd x:114 ja maalin B miéraa y:114, kun yksikkona on litra.

Keltaiselle pigmentille saadaan yhtdlo 80x + 120y = 3 200.
Siniselle pigmentille saadaan yhtdlé 110x + 90y = 3 500.
Muodostetaan yhtdlpari ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.

80x+120y =3200
110x+90y =3500
x=22jay=12

Maalia A valmistettiin 22 litraa ja maalia B 12 litraa.

Piirretddn tilanteesta mallikuva.
y A

Kolmion korkeus saadaan leikkauspisteen y—koordinaatista.
y=x+4
y=-2x+6

x+4=-"2x+6

=2 3
2
x==
3
2 2
=—+4=4—
73 3

Kolmion kanta on suorien ja x-akselin leikkauspisteiden vilinen etdisyys.
0=x+4

-x=4
x=-4
0=-2x+6
2x=6 |:2
x=3

Kolmion kantaon 4 + 3 =7.
2

Pinta-alaon 4= _ 3 161.
2 3
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202.

203.

204.

Summa

Merkitddn appelsiini-ananasjuoman méaéraé x:11a
ja ananas-appelsiinijuoman méaéraa y:l14, kun yksikkoné on litra.
Ananasmehutiivisteen méérastd saadaan yhtélo 50,0x + 20,0y =10 000.
Appelsiinimehutiivisteen méarésti saadaan yhtdlo ~ 30,0x + 100,0y = 30 000.
Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.

50,0x+20,0y =10 000

{30,0x+ 100,0y =30 000

x=90,90909... 90,9 jay=272,7275 = 273
Ananas-appelsiinimehua valmistetaan 90,9 litraa ja appelsiini-ananasmehua 273 litraa.

Suoran ja paraabelin leikkauspiste saadaan selville yhtiloparin avulla.
y=2x—-4

{ y=-x"+3x-2

2x—4=-x+3x-2

X—-x-2=0 a=1,b=-1,c=-2
L EDEYED -4 1(-2)
2-1
lei@:E
2 2

x=-ltaix=2
y=2-(-1)—4=-6tai
y=2:-2-4=0
Leikkauspisteet ovat (—1, —6) ja ( 2, 0).
Kohtisuoran kulmakerroin k saadaan yhtélosta
k(_ljz_l

2

k=2

Kohtisuoran yhtéls on

y—(-3)=2(x—-4) 2
y+3=2x-8 g
y=2x-11 .

~10
=11
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205. Suorat, jotka eivét leikkaa toisiaan, ovat yhdensuuntaiset.
Yhdensuuntaisilla suorilla on sama kulmakerroin, £ = 2.

2-(-2)

-2—-a

Pisteiden avulla laskettuna kulmakerroin on k£ =

2-(=2)
—2—a
2+2=2(2-a)
4=-4-2aqa
2a=-8
a=-4

=2 |(2-a)

206. A=(-1,1),B=(8,4)

Janan AB keskipisteen koordinaatit:
-1+8 7
X = = —
2 2
1+4

_1+4 5
V=TT

Janan 4B kulmakerroin:
_4-1 3 1
5 %1793
1
g-k =-1 JI’X‘
k=-3 13
12 1

Suoran yhtilo on ié
5 7 0|
A Y

y=7=730=2) J

——3x+2+§
Y 2 2

y=-3x+13

Lasketaan, missé pisteessé suora leikkaa x-akselin.

I—A\I\JUJ—hUiO\‘H-{CD

y=0 g
3x+13=0
—3x=-13
X= B = 4l
3 3

Lasketaan, missé pisteessd suora leikkaa y-akselin.
x=0
y=-3-0+13=13
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Suoran yhtdlo on y = —3x + 13. Suora leikkaa x-akselin pisteessd (4% ,0)ja

y-akselin pisteessi (0, 13).

207. Piirretdédn ympyra esimerkiksi geometriaohjelmalla.
Ohjelma antaa ympyrin yhtildksi x* + 2 = 20.
Merkitdén tutkittava piste C kuvaan muuttamalla sen koordinaatit murtolukumuotoon.

{129
9 3 9 3

Kuvan perusteella néyttiisi siltd, ettd piste C on ainakin hyvin ldhelld ympyrén kehaa.
Varmuus asiaan saadaan sijoittamalla pisteen koordinaattien tarkat arvot ympyréin
yhtaloon.

x? + 3% = 20 sijoitetaan x = _% ja y :?

(5]

1621 _ 20
81
20,0123...=20

Yhtilo on epitosi, joten piste ei ole ympyrén kehélla.

y=x
208. a) esimerkiksi < y =2x, jonka ainoa ratkaisuonx=0jay =0
y=3x
y=x
b) esimerkiksi < y=2x , kahden ensimméiisen yhtdlon muodostaman yhtildparin
y=x+1

ratkaisu on x = 0 ja y = 0, mutta lukupari ei toteuta kolmatta yhtidloa

c) Yhtélot kuvaavat suoria. Kohdassa a suorilla on yhteinen leikkauspiste, joka on (0, 0).
Kohdassa b suorilla y = x ja y = 2x on eri leikkauspiste (0, 0) kuin suorilla y = 2x ja
y=x+ 1, joiden leikkauspiste on (1, 2). Suorat y = x ja y =x + | ovat yhdensuuntaiset,
joten ne eivit leikkaa lainkaan.

Kohdan b esimerkki voi olla my6s sellainen, jossa suorilla on kolme erillistd
leikkauspistettd tai sellainen, jossa kaikki suorat ovat yhdensuuntaisia eika
leikkauspisteitd ole lainkaan.
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Potensseihin liittyvat yhtalot

209. a) x13 . X4 :xl3+4:x17
16
y _
b) FZJ}M 13=y3
9) 42+41+4°+4‘1=16+4+1+%=21%

210. a) {81=3
b) log28 =3

211. a) X5 =59 049

x =3/-59049

x=-9

b) ¥ =6561
y=i§/ﬁ
y=%3
y=3taiy=-3

212. a) 3*=19 683
x=1og3 19 683
x:1g19 683
g3
x=9

b) 1,03*=2,5
x=log 1,03 2,5
= 1g2,5
1g1,03
x=30,998...~ 31,0

40 6 40+6
)

N N -
213.a) = =8 =t
N N

b) (6a*)? = 6% a* 2 =364°
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214. a) /50 =1,5445...~ 1,54
_1g22

b log, 22
) g, 23

=2,8135..~ 2,81

215. a) a'7=1700
a="/1700 =1,54891...~ 1,549

b) 56=15000 |:5
3 =3 000
b =+¥3000 = +1,30588... ~ £1,306
b= 1,306 tai b = —1,306

216. a) 1,08%- 50 =350 |:50
1,08*=7
x=1log 1087
g7
X = =25,284...~25,3
1g1,08
b) 0,89%- 180=100  |: 180
0,897 = 2
9
5
X = 10g0,89 5
lg§
x=—2 _—50439..~5,04
120,89
217. a) 532 =195r1 25 =52

532 = (52) x|
53x+2 — 52(x—1)
3x+2=2(x-1)
3x+2=2x-2
3Ix—2x=-2-2
x=-4

b) 9hr8 =1
94x+8:90
4x+8=0
4x=-8 |:1g4
x=-2
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218. Merkitdan vuotuista muutoskerrointa k:1la.
2009 — 2003 =6

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
kS -194,26 =249
k=1,04224... = 1,042 tai k =—1,04224... = —1,042

Negatiivinen ratkaisu ei kdy.
1,042 =104,2 %

Vuotuinen hinnankorotus 104,2 % — 100 % =4,2 %

219. Pédstdjen madrai alussa on a.
Merkitddn padstojen vahentymisti vastaavaa kerrointa £:lla.
100 % —40 % = 60 % = 0,6

k% a=0,6a |:a
k'°=0,6 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
k=10,95020... = 0,950 tai
k=-0,95020... -0,950 Negatiivinen ratkaisu ei kiy.

0,950=95,0 %
Vuotuinen viahennys 100 % — 95,0 % = 5,0 %

220. a) Merkitddn vuosien maédrad x:114.
100 % +3 % =103 % =1,03

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
1,03*- 3 000 =5 000
x=17,281..= 17,3

18 vuodessa.

b) Merkitddn aineen madrid alussa on a:lla ja vuosien madrad x:114.
1 % alkuperdisestd on 0,01a.

100 % — 11,8 % = 88,2 % = 0,882

0,882*- a=0,01a |:a
0,882*=10,01 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=136,676... = 36,7
36,7 vuodessa
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221. a) 427+ 14 =526
4-27=512  |:4

2¥=128
x =log2 128
L= 1g128
g2
x=7
b) logiox =15
x=10°
x =100 000
222.a) XU ext e xt T2 =xntntnt2 = 3n+2

SR ARG AR

223. a) (¥7 )3 =7

b) Tapa 1: padttelemallad
log, 36 +log; % =2+(-2)=0

Tapa 2: peruslaskimella
1

lg—
log, 36+logslzﬂ+i=0
25 1g6  1g5
¢) 0,2200. 5203 — () 200, 5200+3 — () 7200, 5200 53 — () . 5)200 . 53 —

1299.125=1-125=125

224. a) 7*=16 807
x =log7 16 807
= lg 16 807

g7

x=5

b) x5 =65 536

x=1Y/65 536 =+4

x=4taix=-4

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



o\ /
Kertauskirja
225. a) 3x7-96=0
3x*=96 |:3
X’ =32
x=3/32=1,4697...~ 1,47

b) 0,97*-230=41 | 1230
0,97 =L
230
x=1lo i
20,97 230

41
lg——

x=—230 _56 616..~56,6
120,97

226. Merkitddn vuotuista viestonkasvua vastaavaa kerrointa k:1la.
Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.

£*°-'5400 000 = 13 900 000

k=1,04840... = 1,048 tai
k=-1,04840... ~ —1,048 Negatiivinen ratkaisu ei kdy.

1,048 =104,8 %
Vuotuinen kasvu: 104,8 % — 100 % = 4,8 %

227. Merkitdan vuosien maaraa x:114.
100 % + 0,95 % = 100,95 % = 1,0095

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
1,0095* - 250 = 300
x=19,282..~ 19,3

20 vuoden kuluttua.
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228. a) 6" =1
6x2+2x=60
X2+2x=0 a=1,b=2,¢=0
22410 —2+2*
21 2
L2442
2 2
x:_2+2:O tal x=_2+2=0
b) X =-729

x =+{-729
Negatiivisella luvulla ei ole kuudetta juurta. Yhtdlolld ei ole ratkaisua.

229. Merkitaan radioaktiivisen aineen maarad alussa a:lla.
Ainetta vihenee vuosittain 0,043 % eli siti jai jéljelle 100 % — 0,043 % = 99,957 %.

0,99957*- a=0,5a |:a

0,99957*= 0,5 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=1611,623...~1 600

Puoliintumisaika on 1 600 vuotta.

230. a) logsx=06

x=3°
x =729
b) P(x*=1)=0 tulon nollasidinnolli
X =0tai xX*-1=0
x =0 tai xt=
x=+41=+1
x=0taix=1taix=-1
c) log: 28 561 =4
x*=28561

x= 1{/28 561 ==£13

Logaritmin kantaluku ei voi olla negatiivinen, joten x = 13.
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231. 1,44M = logio E — 5,24
Sendain jéristyksen energia: Es
Koben jéristyksen energia: Ex

a) 1,44 - 9,0 =logio Es — 5,24 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
Es=101%20=1,5848... . 10"* =~ 1,6 - 10'®

b) 1,44 - 6,8 =logio Ex— 5,24 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
Es=10"052=1,076... - 10"

ﬂ ~ 1018,20 _ 1018720715,032 — 103,168 — 1472,312_._

E _1015,032
k
Tai:
1,5848...-10"
1,076...-10" =1472,3...

Energia oli noin 1500-kertainen.

232. Kirjoitetaan molemmat luvut logaritmin avulla kymmenen potenssina.
524000 _ (longS )24 000

— 1 Olg25 -24.000

1g24-25000
~ 10"

2425 000 _ (101g24

)25 000

Luvuista se, jolla on suurempi eksponentti, on suurempi.
g 25 - 24 000 = 33 550,56...
lg 24 - 25 000 = 34 505,28...

Koska Ig 25 - 24 000 < 1g 24 - 25 000 on 24% 000 > 2524000,
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Funktio

233.2)  f(5)=8-5-1=39

b) f—4)=8-(4)—-1=-33
234. a) Selvitetiddn kysytty arvo yhtdlon avulla.
—6x +24 =754 | —24
—6x =30 | : (—6)
x=-5
b) Nollakohdassa g(x) = 0. Selvitetddn kysytty arvo yhtélon avulla.
—6x+24=0 | —24
—6x=-24 |:(-06)
x=4

235.a)  fi4)=3

b) x=1

c) x=3

236. a) vadrin

b) oikein

c) oikein

d) vadrin

e) oikein

f) vadrin

237. a) laskeva suora

b) ylospdin aukeava paraabeli
c) alaspdin aukeava paraabeli

238. a) fi4)=42+7-4-3=16+28-3=41

b) =D =(1P?+7 - (=1)-3=1-7-3=-9
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239.

240. a)
b)

241. a)
b)
c)

242.

243.

Nollakohdassa g(x) = 0. Selvitetdén kysytty arvo yhtdlon avulla.
¥ -x—-12=0 a=1,b=-1jac=-12

o 14y(-1? —4-1-(-12) 1249 1%7
2.1 2 2
147 1-7

x=——=4tai x=—-=-3
2 2

Nollakohdat ovat x =4 ja x = -3.

Nollakohdat x =—ja x =2, arvo f{0) = —4.
Kun x = —1,6 tai x = 2,6.

nouseva suora
alaspiin aukeava paraabeli
el mikddn niistd

2f] 2 46 8

Nollakohdat ovat x = —0,82 ja x = 9,82.

o
6071

40+
201

-20-15 —w 5 10 x
24T

401

Huippu pisteessi (—5, —32).
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244. Ratkaistaan kysytty arvo yhtilon avulla.
g(3)=28
2-(3)+b=8
—-6+b=8 |+6
b=14

245. Nollakohdassa f{x) = 0. Selvitetddn kysytty arvo yhtélon avulla.
¥+8=0 |-8
x’=-8
x=-2

246. a) f3)=10°*=1000

b) Ratkaistaan yhtalo.
10*=1 000 000
x=6
247. Esim. fix) =x* - 7x + 4.

248. a) fl4)=—(-472+5 (4)+8=-16-20+8=-28

b) Selvitetiddn kysytyt arvot yhtdlon avulla.

X +5x+8=2 |2

x> +5x+6=0 a=-1,b=5jac=6

545 —4(-1)-6  —5+:49 547
2-(-1) -2 -2
X= ekl =-1 tai x=ﬂ=6
- -2

249. 1-b, 2-D, 3-F
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250. a)

b)

251.

252. a)

Piirretdédn funktioiden kuvaajat. Kuvasta ndhdédn, etta funktiot saavat saman arvon,

kunx~-1,3taix=1.

Ratkaistaan yht&lo.
Sx) = g(x)
3x-1=3x>+4x-5 |-3x
—1=3x*+x-5 [+1
0=3x>+x—-4 a=3,b=1ljac=-4

S141P4-3-(—4)  —1£/49 17

X =

X =

Negatiivinen ratkaisu saadaan a-kohdassa vain likiarvona, b-kohdassa

_—1+7

2:3 6 6
-1-7 1

=1 tai x=——=-1-
6

tarkkana arvona.

2(%)

Suurin arvo on 222,896 ja nollakohdat x = 0,173, x = 0,894 ja x = 6,876.

2 3 5 5 @ @

Ratkaistaan kysytty arvo a yhtilon avulla.

f2)=11

a-2*-23-5=11
16a—13=11 |+13

16a=24 |:16
3
a:_
2
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b) Nollakohdassa g(x) = 0. Selvitetdin kysytty arvo yhtdlon avulla.
gx)=0,x=-2

(-2¥*-3-a- (2) =0
—8+6a—a" =0 a=-1,b=6jac=-8

616> —4-(<1)-(-8) 644 —6+2
- 2-(=1) 2 2

=_6+2=2 tai a:L;z:4

253. a) x*-625=0 | +625
x*=625
x=5taix=-5

b) 3c_g1=0  |+81
36081
36x=34
6x=4 |:6

2

X ==

3

c) =9Ex+4)=0
Tulon nollasiinnén mukaan yhtild pétee, kun x> — 9 = 0 tai x + 4 = 0.

x¥?-9=0 |+9
x*=9

x=3taix=-3

x+4=0 |-4
x=—4
254. a) §+ = = b=—£Jac—1
éi 4011 f+ /§_ 7+ /é-E +\f 543
;o2 2 2
2.3 5.3
=2 29 =22 2=%
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1
b) Kuvasta ndhdéién, ettd f{x) =E x + 1. Sijoitetaan yhtdloon:
2
lx+1 2. lx+1 +1=0
2 2\2
lx+1 lx+1 2. lx+1 +1=0
2 2 22

lx2+lx+lx+1—§x—§+l=0
2 4 2

1 1 1 1 1 1
—x'—=x-==0 a=—,b=—-—jac=—-—
4 4 2 4 4 2
1 1Y 11
A L
_4 4 40 2) 47V16 2 4" \16 _4 4
r ] - I T
2.~ - - 2
4 2 2 2
1.3 1.3
1 1
2 2
255. Kuvaajassa samaa x:n arvoa vastaa kaksi eri y:n arvoa. Funktion sddnnon, jolla x:n

arvosta saadaan y:n arvo, tdytyy olla yksiselitteinen: kutakin x:n arvoa saa vastata vain
yksi y:n arvo.

256. Kun 0 <a <1, kuvaaja on laskeva ja kun a > 1, kuvaaja on nouseva. Funktio on
maédritelty, kun x >0, a > 0 ja a # 1. Ohjelma saattaa piirtdd kuvaajan myos arvolla

a=0.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Summa

Kertauskirja

5 MATEMAATTISIA MALLEJA

Verrannollisuus ja lineaarinen malli

257. a)

b)

258. a)

b)

259. a)

b)

X y
1 25
2 2-25=50
200:25=8 200
X y
1 200
2| 200:2=100
200:20=10 20
65 litraa
noin kello 21.30
80-10 70

=14
23-18 5

Veden kulutus tunnissa litroina on

84 140
X 240
140x = 84 - 240
140x = 20 160 | : 140
x =144

84 240
x 140

240x = 84 - 140

240x = 11 760 | : 240
X =49
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260.

261. a)
b)
c)

262.

a)
b)

263.

y:2x,y=—x+1,y:—%

f(0)=5-0+75="75 (€)
Kuukaudessa sééstetty raha saadaan kulmakertoimen avulla. Se on 5 €.
f(7)=5-7+75=110 (€)

Polttoaineen maara (1)
A

70+
60 P
30 T+
40 1.

301

20

10 +

0

X >
—>>

0 200 400 600 800 1000 1200
Etaisyys (km)

Kun autolla oli ajettu 500 km, tankissa oli 38 litraa polttoainetta.

880 km jalkeen tankissa on polttoainetta alle 20 litraa.

Tapal Vakionopeudella liikuttaessa aika ja matka ovat suoraan verrannollisia.
32_85
21 X
3,2x=21-8,5 |:3,2
X= 2185 =55,78...~56 (min)
3,2
Tapa 2
21 min = 21 h
60
3,2
Nopeus alkumatkalla on v = =9,1428...(km/h) .
(21:60)
8,5

Aikaa koko matkaan kuluu t = =0,9296...(h) .
9,1428...

0,9296... h=155,78 ... min = 56 min
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264. 3) X = 250
f(250) = 1,5 - 250 — 35 = 340 (€)

b) 1,5x —35=1000
1,5x=1035 |:1,5
X = 690 (ndyttelyvierasta)

C) Myynti ei voi olla negatiivinen
15x-35=0
1,5x =35

X= t:3—55):23,33...z23

Jos kévijoiden méara on 23 tai vahemman, myynnista tulisi negatiivinen.

265. a) Aika ja talkoolaisten maaré ovat kaantaen verrannolliset.
Aika (min) Talkoolaiset
45 10
X 8
5_8
x 10
8x=450 |:8

X =156,52 = 56 (min)
Kahdeksalta talkoolaiselta olisi mennyt 56 min.

b) Aika ja talkoolaisten maara ovat kdantaen verrannolliset.

Aika (min) Talkoolaiset
45 10
30 y

45 y
30 10

30y=450 |:30
y=15

15-10=5

Talkoolaisia tarvitaan viisi lisaa.
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266. Kun lampdtila nousee asteella, pukeutumiseen kuluva aika muuttuu tunneissa.
7-11 -4 1

" 5-(-13) 8 2

Riippuvuutta kuvaava yhtélo on

y=7=-2 (x~(-5)

1
—-7=—=x-2,5

y 2

1
=——X+4,5

y 2

a) x=-25
y= —%-(—25) +4,5=17 (min)

Pukeutuminen kestaa 17 min.

b) y=10
1
10=-—=x+4,5
2
1x:—10+4,5
2
1x:—5,5 | -2
2
=-11(°C)

Lampdtilassa —11 °C pukeutuminen kestdd 10 minuuttia.
267. k=-1,5
f(x) =-1,5x + 186
—1,5x + 186 = 150
-1,5x=-36 |:(-1,5)
Xx=24

24 viikon kuluttua
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268. a)
Jarrutusmatka (m) | Nopeuden nelio (km/h)?
11 40°
X 802

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd jarrutusmatka x.
11 1600
X 6400
1600x = 11 - 6400
‘o 11-6 400
1600
X =44 (m)

b)

Jarrutusmatka (m) | Nopeuden nelio (km/h)?
11 402
21,3 y?

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd nopeus y.
11 1600
213 y?
11y? = 21,3 - 1600
Y2 = 21,3-1 600
11

y==4, /% =155,66... Negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva ja se hylataan.

y =~ 56 (km/h)

Yhtélo voidaan ratkaista myos laskentaohjelman avulla.

269. a) Riippuvuutta kuvaavan suoran kulmakerroin on
_ 420-160 260
20000-7000 13000

Suoran yhtal6 on
y — 160 = 0,02(x — 7 000)
y — 160 = 0,02x — 140

y =0,02x + 20
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b) X = 32 000

y = 660 (kupillista kahvia)

C) y =200
200 =0,02x + 20
—0,02x =20 — 200
—0,02x =-180 | : (-0,02)
X =9 000 (kavijaa)
270. a) Siirretaan aineisto laskentaohjelman taulukkonédkymaéan. Sijoitetaan arvoja vastaavat
pisteet koordinaatistoon ja sovitetaan siihen suora. Ohjelma antaa suoran yht&loksi
y =7 249,8636x — 14 524 851.
Lineaarinen malli ony = 7 250x — 14 520 000.
b) y =7 249,8636 - 2028 — 14 524 851 = 177 872,3808 ~ 178 000
Vuonna 2028 yopymisia on 178 000.

c) 7 249,8636x — 14 524 851 = 150 000
X =2024,155... = 2024

Vuonna 2024 yopymisten méaara ylittdd vuoden 2017 Helsingin
hotellihuonekapasiteetin.

271.
Sairastavien lukumaara
A
100+
80T
60T
40T
20T
0 f ———— s e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Aika (vrk)
a) Sairastuneiden maaré oli suurimmillaan noin 7 vuorokauden kuluttua ja epidemia
paattyi reilun 10 vuorokauden kuluttua.
b) Sairastavien maaran muutos oli likimain lineaarinen 2-5 vuorokauden kohdalla.

Sairastavien maara muuttui talla valilla n. 18 sairastavaa lisda vuorokautta kohti.
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272.

273. a)

b)

Tapal Nopeus ja aika ovat kaantéen verrannollisia.
37,805 X
39,000 382,2

39,000x = 37,895 - 382,2 |:39,000
. 37,895-382,2

39,000

x = 371,371~ 371, 4 (km/h)

Tapa 2
37,895s = 37,895 h
3600
Kierroksen pituus on 382,2 - 337’8905 =4,0231854... ~4,02319 (km).
Kun aika on 39,000 s = 39,000 h, nopeus on
4,02319

V=
(39,000 3600)

1,40-0,95

9

=371,371...~371,4 (km/h).

=0,05 (m°)

y—1,40 =-0,05 (x — (-9))
y —1,40 =-0,05x — 0,45
y =-0,05x + 0,95
Malli voidaan muodostaa myds laskentaohjelmalla.

x=-11,7

y=-0,05-(-11,7) + 0,95 =1,535= 1,5 (m®)

Malli antaa

jarjettdmié tuloksia, kun puunkulutus y on negatiivista.

—0,05x+0,95=0
—-0,05x =-0,95

Malli antaa

_ 0,95

x=——=19
-0,05

jarjettdmié tuloksia, kun x = 19 tai suurempi
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274. a) Laaditaan nopeudesta ja liike-energiasta taulukko.
nopeus (M/s) nopeuden nelié | liike-energia
(kJ)
10 102 2,5
25 252 X
25 X
102-x=252-25 |:102
2
x=22"25 15 695 ~16 (KJ)

100
Liike-energia on 16 kJ.

12,40-11,60
55-4,9
Muodostetaan suoran yhtalo.
y—12,40 = 1,33(x — 5,5)
y—12,40=1,33x - 7,33
y =1,33x + 5,07

275. a) Kulmakerroin k = =1,3333....

b) Perusmaksu on 5,10 € ja kilometrimaksu 1,33 €.

c) 1,33x+5,07 =35
1,33x = 29,93 |:1,33
X =22,503...= 22,5 (km)

276. Tapal
paino (N) etaisyys (km) | etéisyyden neli
9810 6 370 6 370*
9790 X X2
9810 X
9790 6 370°

9790x2=9810-6370° |:9790
, 9810-6 3707
=
9 790

2
x:i‘/m —+ 6 376,503... ~ + 6 376,5 (km)
9 790

Negatiivinen ratkaisu tassé tilanteessa ei ole mahdollinen

6 376,5 km — 6 370 km = 6,5 km
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Tapa 2

paino (N) etaisyys (km) | etéisyyden nelio
9810 6 370 6 370*

9790 X X2

9810 X

9790 6 370°

Ratkaistaan yhtélo laskentaohjelmalla.
X =+6376,503... ~ + 6 376,5 (km)
Negatiivinen ratkaisu tassé tilanteessa ei ole mahdollinen

6 376,5 km — 6 370 km = 6,5 km

15+56
11

277. a) =6,4545...~ 6,5 (astetta)

b) Madritetadén lauseke taulukkolaskentaohjelman avulla.
y=-6,5x+15

Piirretdan kuvaaja.
T(°Q)

20"\
10
IR .
) ) N} b 810 1
-10

20 h(km)
- ~N

-30 ™.
40 =
-50
-60

278. a) Siirretadén taulukon tiedot taulukkolaskentaohjelmaan ja muodostetaan ohjelman

avulla mallia kuvaava yhtélo.
Yhtél6 ony =-0,086x + 184,38.

b) 0,086 - 2030 + 184,38 = 9,8 (%)

C) —0,086x + 184,38 = 8

X = §-184,38 _ 2 050,93
-0,086

Viljelykelpoisen maan osuun laskee alle 8 % vuoden 2050 aikana.
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279. a)

b)

Summa

t Igt lgs
1 0 1
2 0,30103 | 1,60206
4 0,60206 | 2,20412
10 1 3
100 2 5

lgs

6

5

4

3

2

1

0

0 05 1 15 2

Kuvaajasta tulee suora. Ajan logaritmin ja paikan logaritmin valilla on lineaarinen
riippuvuus. Suoran kulmakerroin on 2 ja suora leikkaa y-akselin kohdassa y = 1. Namé
ovat myos matkan lausekkeen s = 10t? eksponentti ja kertoimen logaritmi Ig 10 = 1.

Igt
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Eksponentiaalinen malli ja muita malleja

280. a)

b)

281. a)

b)

282. a)

b)

283. a)

b)

Aika (h) a

1 2

2 3:2=6

3 3.-3.-2=18

5 3*.2=162

Aika (d) b

1 4 000

2 4000:2=2000

3 4000:2:2=1000
6 4000:2°=125
f(0) = 1,5°- 50 = 50 (\Voi paatella myos funktion lausekkeesta.)

Maaré tulee vuodessa 1,5-kertaiseksi, joten se lisdéntyy vuodessa
150 % — 100 % = 50 %.

Vuoden 2018 loppu ja vuoden 2019 alku ovat samassa ajankohdassa.
2019 -2010=9

f(9) =1,5°- 50 =1922,16... ~ 1 900
Funktio i(x), koska pankkitilin rahamééran kasvu on eksponentiaalista,
ja 5 prosentin kasvua vastaava muutoskerroin on 1,05.

Funktio j(x), koska pituuskasvu on lineaarista.

f(15) = 55 — 4,9-1,52 = 43,975 = 44 (m)

Avaimet ladhtevat putoamaan, kun x = 0.
55-4,9-0=55(m)
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284. Vuosi 1950: 1950 — 1970 = -20
f(~20) = 0,97%° - 150 000 = 275 893,57... ~ 280 000

Vuosi 2020: 2020 — 1970 = 50
f(50) = 0,97°° - 150 000 = 32 709,80... ~ 33 000

285. a) Vékiluku muuttuu 1,027-kertaiseksi vuosittain.
1,027 =102,7 %

Véestonkasvu on 102,7 % - 100 % = 2,7 %.

b) Ratkaistaan yhtalo 1,027 - 158 580 000 = 250 000 000.
7% = 250 000 000
158 580 000
00, 00 250 000 000
=158 580 000
x=17,085...

X =

Yhtalo voidaan ratkaista myos laskentaohjelman avulla.
Vékiluku ylittdd 250 000 000 reilun 17 vuoden kuluttua, jolloin on vuosi 2027.

286. Ensimmainen rivi: D, AjaB
Toinenrivi: D, C jaE

287. a) Madara pienenee 12,5 prosenttiin kolmessa perékkaisessa puoliintumisessa.
Té&ma kestdd 3 - 8 =24 (d).

b) Merkitaan k:lla vuorokauden muutoskerrointa ja a:lla jodin alkuperaista maaraa.
k-a=05a |:a
k8=0,5
k =+8§/0,5 Negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.

k=0,91700... ~ 0,917
Maéara muuttuu vuorokaudessa 0,917-kertaiseksi eli on 91,7 % aiemmasta.

Jodista hajoaa vuorokaudessa 100 % — 91,7 % = 8,3 %.
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288.

289. a)

b)

2008 — 1990 = 18
100 % + 39 % =139 % =1,39

Paastot kasvavat 18 vuodessa 1,39-kertaisiski.

Merkitaan vuotuista kasvukerrointa k:lla.

k'8 =1,39
k =+%1,39 Negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva ja se hylataan.

(%.39) " =1,57990... ~ 1,58

1,58 = 158 %
Kasvua on 58 %.

Suodattimen lapaisee hiukkasista 100 % — 20 % = 80 %.

Merkit&&n hiukkasten alkuperéistd maarad a:lla. 3,0 cm:n kerroksen voidaan ajatella
muodostuvan kolmesta 1,0 cm:n paksuisesta ilmansuodattimesta. L&pi paasevien
hiukkasten maara: 0,80° - a = 0,512a

3,0 cm:n kerros poistaa hiukkasista 100 % —51,2 % = 48,8 % ~ 49 %.

Jos suodattimen paksuus on x cm, sen lapi paasevien hiukkasten maaréd on 0,80* - a
Paksuus 6 mm = 0,6 cm. Lapi paasevien hiukkasten maaré:
0,80%¢ - a=0,8746... a~ 0,87a

6 mm:n Kkerros poistaa hiukkasista 100 % — 87 % = 13 %.

L&pi saa paastd 100 % — 99 % =1 %.
0,80*-a=0,0la |:a
0,80*=0,01

Tapal
Ratkaistaan yhtal6 laskentaohjelmalla.
x =20,637... ~ 20,6

Tapa 2
Ratkaistaan yhtal6 logaritmin avulla.

X = l0go,80 0,01 = 20,637... ~ 20,6

Suodattimen paksuuden tulee olla 21 cm.
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290. a)

b)

291. a)

b)

Lineaarisessa mallissa kanien maara lisddntyy joka vuosi yhtd monella yksilolla.
Vuotuinen muutos on 350 — 310 = 40.

Kanien maara 20 vuoden kuluttua:
350+20-40=1150~1 150

Eksponentiaalisessa mallissa kanien méara lisdéntyy joka vuosi yhtd monella

prosentilla. Vuotuista prosentuaalista kasvua kuvaava muutoskerroin:

350 _11290322... ~1,12903
310

Kanien maara 20 vuoden kuluttua:
1,12903%° - 350 = 3964,40... ~ 3 960.

15+ 0,7 -10 — 0,02-102 = 20 (m)
15+ 0,7x — 0,02x%= 0

Yhtalo voidaan ratkaista laskentaohjelmalla.
X =-15tai x =50 Negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva ja se hylataan.

}/h
30

20 -

} } 1 1 i i
/_10 10 20 30 40 50\ 60 x
_10-

Kuvaajasta nahdaan, etté kivi on korkeimmillaan noin 21 metrin korkeudella.
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292. a)
Pitoisuus (Bq/1)
15t
\I“"'
057
012 3 45 6 7 8 91011 12 13
Vuosia onnettomuudesta
f(x) = 0,96871 - 0,81934*

b) 2010 — 1986 = 24
f(24) = 0,96871 - 0,81934%* = 0,0081158... ~ 0,00812.

293. a) Syotetadn aineisto taulukkolaskentaohjelmaan ja muodostetaan silla kolmannen asteen
polynominen malli kuvaamaan pituuden ja painon valisté riippuvuutta.

Paino (kg)
401
301
20 +
10 +
70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
Pituus (cm)
f(x) = 0,00003x% — 0,00724x? + 0,79544 x — 22,84507

b) Taulukkolaskentaohjelmalla mallin mukainen paino 180 cm pitkalle pojalle on noin
70 Kkg.

C) Taulukkolaskentaohjelmalla mallin mukaan 172 cm pitk& poika painaa 60 kg.
HUOM. Jos kéytetddn a-kohdan funktiota vastauksessa annetuilla tarkkuuksilla, b- ja
c-kohtien vastaukset poikkeavat reilusti annetusta.

294. a) Ladkeaineen mééra on aina 100 % — 7,5 % = 92,5 % tunnin takaisesta.
Maaran ilmaiseva funktio on f(t) = 0,925' - 200.

b) f(3) = 0,925% - 200 = 158,29... ~ 160 (mg)

c) 0,925'-200 = 0,5 - 200
0,925'- 200 =100 | :200

0,925' =0,5
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Tapa 1

Ratkaistaan yhtélo laskentaohjelmalla.
t=28,890...~8,9

Tapa 2

Ratkaistaan yhtalo logaritmin avulla.
t = 1000,9250,5 = 8,890... ~ 8,9

Ladkeaineen maara pienenee puoleen noin 9 tunnissa.

295. Merkitaan vuotuista muutoskerrointa k:lla.
Vuosien maara on 2009 — 2000 = 9.

k- 360000 =510000 |: 360 000
(o _ 510000
360 000

k=9 >10 000 =1,0394593...1,03946
360 000

Merkitaan x:11a vuodesta 2000 kuluneiden vuosien méaaraa.
1,03946* - 360 000 = 1 000 000
103946 = 1 000 000
360 000
Ratkaistaan yhtalo laskentaohjelmalla
X =26,398...~ 26,4

Liikevaihto ylittdd miljoonan euron rajan 27 vuoden kuluttua eli vuonna 2027.
296. Merkitd&n vuosien méaraé x:Ia.

Pirjon talletuksen arvo: 1,0045* - 6 000 (€)

Pekan talletuksen arvo: 1,018 - 5 500 (€)

1,0045* - 6 000 = 1,018* - 5 500

Ratkaistaan yhtélo laskentaohjelmalla.
X =6,518... % 6,5

Pekan tililld on enemman rahaa 7 vuoden kuluttua.
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297. a) N(0) = 2 300
N(40) = 2 300 - €402 = 2 600 000 000 000

od0a — 2 600 000 000 000
2 300

40a= 1n 2800000000000 _ 159557

2 300
a=0,3484...= 0,35

b) Tutkitaan, kuinka monin kertaiseksi méara muuttuu kahdessa vuodessa.
Sijoitetaan t = 2.
e2 0%=2013...=2

Mooren laki pitad siis paikkansa.
298. a) Muodostetaan lineaarisen mallin mukainen yhtalo.

Merkitaan x; = 1 (tammikuu) ja x2 = 3 (maaliskuu).
Vastaavasti y1 = 1 250 ja y» = 835.
(= 835-1250 _ .o

y — 1250 = —207,5(x — 1)
y — 1 250 = —207,5x + 207,5
y=-207,5x + 1 457,5

Sijoitetaan x = 6 (kesékuu).
y=-2075-6+14575=2125~213

b) Eksponentiaalisen mallin mukainen yhtalo:
1250 - > 1=835

Ratkaistaan q laskentaohjelmalla.

g=+ /% =+0,817312... Negatiivinen ratkaisu ei ole jarkeva.

Maara kesakuussa on
1250 - ¢® =372,59... =~ 373
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299. a) Kyse on eksponentiaalisesta kasvusta.
Ratkaistaan yhden tunnin aikaa vastaava muutoskerroin.
k8- 40=2-40 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
k ~ 1,0905077 tai k ~—1,0905077 Negatiivinen ratkaisu ei kay
CRP voi nousta kuudessa tunnissa enintédan arvoon
1,0905077° - 40 = 67,271... ~ 67,3.
b) Kyse on eksponentiaalisesta vahenemisesta.
Ratkaistaan yhden tunnin aikaa vastaava muutoskerroin puoliintumisajan avulla.
19 _ 100 . .
k> -100 = T3 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
k~0,964176
Ratkaistaan kulunut aika yhtalon avulla.
0,964176* - 100 = 10 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
X =63,116... ~ 63
63=24+24+15
Maanantaista kello 12:00 kahden vuorokauden ja 15 tunnin kuluttua on torstai kello
3:00.
300. a) Esimerkiksi
e radioaktiivinen hajoaminen, aineen maaré véhenee prosentuaalisesti yhta paljon
aikayksikossa
o |&8keaineen hajoaminen elimistostd, , aineen maara vahenee prosentuaalisesti
yht& paljon aikayksikdssa
e Dbakteerien maaran lisddntyminen laboratoriossa, bakteerien maaré kasvaa
prosentuaalisesti yhta paljon aikayksikssé
b) Esimerkiksi

e puun pituuskasvu, kasvukauden aikana kasvu on likimain tasaista
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e lampdtilan vaihtelu Suomessa, lyhyelld aikavélilla (muutama tunti) lampétilan
vaihtelu voi olla lineaarista, muutamien vuosien aikavélilla 1ampétila valilla
laskee ja vélilla nousee, useiden vuosien aikavalilla lamp6tila on noussut ei
kuitenkaan eksponentiaalisesti
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301. a) Laaditaan eksponentiaalinen malli taulukkolaskentaohjelman avulla.

Maatilojen maara (tuhatta)

80

70
60
50

40
30
20
10

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014
Vuosi

Syotetadn arvot laskentaohjelmaan ja sovitetaan pisteisiin eksponentiaalista kasvua
kuvaava kayra.

Regressiokayran yhtald on f(x) = 5,7771 - 10%° - 0,97178%.

Madritetadén laskentaohjelmalla ennuste vuodelle 2015.
f(2025) = 38 323 = 38 000

b) Ratkaistaan laskentaohjelmalla yhtalo:

5,7771 - 10%° - 0,97178* = 35 000.
X = 2028,4 =~ 2028

302. a) Laaditaan taulukkolaskentaohjelman avulla kuvaajat lineaariselle, eksponentiaaliselle
ja toisen asteen polynomiselle mallille.

Lineaarinen malli:

milj.
240

®
220 "/
200 -
180 e

Lineaarisen mallin yhtalé ony = 2 104 600x — 4 039 500 000.
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b)

Eksponentiaalinen malli:
milj.
240
220

200 °

Eksponentiaalisen mallin yhtalé on y = 0,0035683 - 1,0124%.

Toisen asteen polynominen malli:
milj.
240

200

180 /

160 /

140

120/ I I I T T | |

N N N\ Q Q AN D
P D PP S
S S N I SN

S
»

Toisen asteen polynomisen mallin yhtald on
y =—21 145x2 + 86 897 000x — 89 037 000 000.

Toisen asteen polyminen malli kuvaa ennustetta parhaiten koska aineistoa kuvaavat
pisteet ja trendikayra vastaavat toisiaan parhaiten tassd mallissa. Pitemmalla
aikavalilla se ei kuitenkaan toimi. Jossain vaiheessa malli kdy antamaan negatiivisia
ennusteita vaeston maaralle.

Kéytetaén toisen asteen polynomista mallia. Mé&aritetd&n ennusteet vékiluvuille
vuonna 2070 ja 2090.

Vuonna 2070 enuste vakiluvulle on 223 170 000
Vuonna 2090 ennuste vakiluvulle on 194 003 000.

Kuvaajan perusteella vékiluku k&antyy laskuun n. vuonna 2050.
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Lukujonojaja summia

303. a1:5+§:11, a2:5+§=8jaa8:5+§:5,75
1 2 8
304. a) Perékkaisten jasenten erotus: d =29-20=9
Viidestoista jadsen: a;s=20+ (15-1)-9=20+14-9=146
s 400
b) Perédkkaisten jasenten suhde: q= 300 =0,5

Kymmenes jasen: aio = 800 - 0,51 =800 - 0,5° = 1,5625

305. a) s, =12. 2749 _ 394

N 30
b) Perékkaisten jasenten suhde on q = I =2.

_9l6
= 250-2%) _gg5 005
1-2
306. a) V
b) O
c)O
d)O
e) 0
f) Vv
307. a) Perédkkaisten jasenten erotus: d=14-7=7
Viides jasen:as =7+ (5-1)-7=7+4-7=35

A 14

b) Perakkaisten jasenten suhde: q = == 2

Viides jasen: as =7 - 2°"1=7.24=112
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308. a)

b)

309. a)

b)

310.

311.

312. a)

b)

2-100+1

b0 =40,2
Ratkaistaan yhtalo 2n5+1 =8,2.
2n+1 82 |5
5
2n+1=41
2n=40 |:2
n=20

Saatu n:n arvo kay jonon jasenen jarjestysluvuksi. Luku 8,2 on jonon 20. jasen.

aa=a+(5-1)-d

46 = 98 + 4d
4d=-52 |:4
d=-13

a5 =98+ (5-1)-(-13)=98 +14 - (-13) =-84

as=ar-q !
384=6-¢° |:6
q® =64

q=%64=4 Yhtélo voidaan ratkaista myos laskentaohjelmalla.

a=6-451=6.4°=6144

a2=3a1-5=3:-2-5=1
a3=3a,-5=3-1-5=-2
as=3a3-5=3-(-2)-5=-11

Perékkaisten jasenten erotus: d =38 — 30 =8
Viimeinen yhteenlaskettava: a;s =30 + (15-1) - 8 =30+ 14 - 8 =142

30+142

S, =15 =1290

Perakkaisten jasenten suhde: q = g =3

_nl2
S, = 2(%21) =531 440
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313. a)
a,,, L]
2001 .
1501 Tt
100 + .
501 g
L]
1D RS A5 N6 8 O
—50+1 .
b)
b, _
800
700 it
600
500 1
400 =
300 = 5
200 et
100
12 3 = 5 6] f i
314. Perékkaisten jasenten erotus: d =8-5=3
Yleinen jdsen: an=5+(n—-1)-3=5+3n-3=3n+2
3n+2=1000
3n=998 |:3
n =9—28 =332,666...~332,7
Jonon jasenet suurenevat koko ajan, joten lukua 1 000 pienempia jonon jasenié on
332.
315. Neljalla jaolliset positiiviset kokonaisluvut muodostavat aritmeettisen

lukujonon 4, 8, 12, ...
Ensimmainen yhteenlaskettava on a; = 4.
Viimeinen yhteenlaskettava: aipo =4 + (100—-1) - 4=4+99 - 4 =400

4+400 _ 20 200

S50 =100-
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316. Lahetyskierrosten viestimé&rat muodostavat geometrisen jonon,
jossa ensimmadinen jasen on a: = 2 ja perékkaisten jasenten suhde q = 2.

Viestin vastaanottaneiden henkildiden maérd on
lukujonon 20 ensimmaisen jasenen summa.

2(1—220)
S,y = ———2 =2 097 150
1-2
317. a) 12,2
5 5
5 5
2+@
S100= 5 .100=2180
13
T 6
b :iz_
) a=- c

100
S100= —————= =828 179 735,2 = 828 000 000

5
1-8
5
318. Ratkaistaan molemmat kohdat yhtalén avulla.
a) n>—n=2862
n>-n-2862=0 Yhtélo voidaan ratkaista myos laskentaohjelmalla

a=1lb=-1jac=-2862

() f((1)?-41-(-2862) 1+,f11449 1+107
- 2.1 B 2 2

54 tai n:#=—53

n

1+107
n= =

Ratkaisuista vain n = 54 k&y jonon j&senen jarjestysluvuksi.

Luku 2 862 on jonon 54. jasen.
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b)

319. a)

b)

320. a)

b)

2:+:130 =7 |- (n+1) Yhtald voidaan ratkaista myos laskentaohjelmalla
+
2n+30=7(n+1)
2n+30=7n+7
-5n=-23 |: (-5)
n=4,6

Ratkaisuksi saatu n:n arvo ei k&y jonon jasenen jarjestysluvuksi.

Luku 7 ei ole jonon jasen.

Lasketaan annettujen perékkaisten jasenten erotukset.
a-a=23-11=12

ja

a—-a,=36-23=13

Koska erotukset eivat ole samat, lukujono ei voi olla aritmeettinen.

Lasketaan annettujen perékkaisten jasenten suhteet.

a,_2.,_2

a 3 3

ja

a, 4.2 43 12 2
a, 93 92 18 3

Koska suhteet ovat samat, lukujono voi olla geometrinen.

Perékkaisten jasenten erotus: d =13 -21=-8

Viimeinen yhteenlaskettava: ais = 21 + (16 — 1) - (-8) =21 + 15 - (-8) =-99

S, =16

214(=99) _

=624

Perékkaisten jasenten suhde: q = —s =-2
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321.

322. a)

b)

323.

Summa

501

40 .
b =15"
307 £
20 + aE=lE5n
10 ig® e o °

17 S SO 6 /S OB 0 S

Perékkaisten jasenten erotus: d =19-14=5
Yleinen jasen: an =14+ (n—1)-5=14+5n-5=5n+9
5n + 9 =100 000
5n =99 991 [:5
n=19998,2

Jonon jasenet suurenevat koko ajan. Lukua 100 000 pienempid jasenia on 19 998.

Peréakkaisten jasenten suhde: g = g =12

Yleinen jasen: an =5 -1,2"!

5-1,2"-1=100 000 Ratkaistaan yhteal0 laskentaohjelmalla.
n =>55,318... ~ 55,3

Jonon jasenet suurenevat koko ajan. Lukua 100 000 pienempia jasenia on 55.

a1 =100

a=4

a5 = — . (L1 =-0,04

>~ 100 !

3.4=#-(—1)4=—0,01
0,01

as= —=. (L1)*=-025

*~ 2004 1)
0,025

apg= — - (-1)¢ =25

°~ o.01 1)
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324.

325. a)

b)

326.

Ratkaistaan yhtalon avulla perakkaisten jasenten suhde g.

az=aj - q371

12=3-¢> |:3 Yhtalo voidaan ratkaista laskentaohjelmalla
o*=4

q=+v4 =42

Mahdollisia g:n arvoja on kaksi, joista kumpikin johtaa eri lukujonoon.
Kun q = 2, kuudes jasenonag =3 -26-1=3-25=06.
Kun q = -2, kuudes jasen onag =3 - (-2)° " 1=3-(-2)°=-96

Kuudes jésen on siis joko 96 tai —96.

Auton arvo alenee eksponentiaalisen mallin mukaan/geometrisen jonon mukaisesti,

q=32000_0¢
40 000
an=40000-0,8"

40000 -0,8"=2000
0.8 = 2000
40 000
n =1logo,eg 0,05 = 13,425..

Arvo on alentunut alle 2 000 euroon 14 vuodessa.

Pallo kulkee pudotuskorkeutta 1,5 m vastaavan matkan kerran ja muut matkat kahteen
kertaan.

Muodostetaan korkeuksista lukujono niin, ettd ensimmaéinen j&sen on ensimmaisen
pompun korkeus a1 =0,75-1,5 =1,125 (m).

Jono on geometrinen, ja sen suhdeluku on g = 0,75.

Ensimmaisen ja kymmenennen lattiaan osumisen valissé on yhdeksén eri korkeutta.
Niiden summa:

g _L125(1-0, 75°)
? 1-0,75

=4,16211...~ 4,162 (m)

Kysytty matka:
1,5+2-4,162=9,824 ~ 9,8 (m)
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327. Lukujonon 15. termi saadaan lisaédmalla kuudenteen termiin perékkéisten jasenten
erotus d yhdeksén kertaa. Ratkaistaan d yhtalén avulla.
ais = as + 9d
177=60+ 9d
117 =9d [:9
d=13

Ensimmainen termi:
as=ar+(6-1)d
60=a;+5-13

60 =a; + 65

ai=-5

Yleinen termi:
an=-5+(-1)-13=-5+13n-13=13n-18

328. a) Paivittaiset sivumaarat muodostavat geometrisen lukujonon, jonka ensimmainen jésen
on ai = 2ja perékkaisten jasenten suhde q = 1,05.

lidan n:ssé paivésséa lukema sivuméaaré on geometrinen summa
2(1-1,05")

S,
1-1,05

Ratkaistaan paivien lukumaaré laskentaohjelman avulla.
2(1-1,05")
1-1,05

n=87,654... ~ 87,7

=5-568

lida lukee kirjan viiteen kertaan lapi 88 paivassa.

b) Neljassé viikossa on 4 - 7 =28 pdivai. Ratkaistaan geometrisen summan kaavasta
ensimmainen yhteenlaskettava a; laskentaohjelmalla.
1-1,05*
M =5.568
1-1,05

a1 = 48,627... ~ 48,6

lidan tulee lukea ensimmaisend pdivanéa 49 sivua.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali * Ratkaisut



o\ B

Summa

Kertauskirja

329. Sijoitetaan annetut arvot aritmeettisen summan kaavaan ja ratkaistaan yhtalon avulla
viimeinen yhteenlaskettava.
76+a LA o . .
16 300 =40- T“O |2 Yhtalo voidaan ratkaista laskentaohjelmalla.

32 600 = 40(76 + a,, )
32 600 = 3 040 + 40a,,
29 560 = 40a,,

a, =739

|- 40

Selvitetadn lukujonon perékkaisten jasenten erotus d.
a, =4, +(40-1)-d
739 =76 + 39d
663 = 39d |:39
d=17

Lukujonon toinen jasenon a, =a, +17=76+17 =93.

330. Merkitadn kerrosten méaréd n:11a. Laatikkojen yhteismédard 1 +2+3 + ... + non

. . . 1+n
aritmeettinen summa, jolle saadaan lauseke S, = n-T :

Ratkaistaan kerrosten maaré n yhtalén avulla.
n. “T” -1000 |2
n(1+n)=2000
n +n? =2 000
n+n-2000=0 a=1b=1jac=-2000

o ~1+,/1?~4.1.(-2 000) —1++/8 001

2-1 2
n= _:L%m =44,224...~ 44,2
tai
n :—1—#\/801 =—45,224...~ -45,2

Yhtélo voidaan ratkaista myos laskentaohjelmalla

Vain positiivinen ratkaisu kdy. Koska se ei ole kokonaisluku, laatikkoja j&a yli.
Alimpaan kerrokseen tulee 44 laatikkoa.
1+44

Laatikkojen yhteismaara: S,, =44- =990

Laatikkoja jaa yli 1 000 — 990 = 10.
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331. a)

b)

c)

332.

21
>N

n=1

11
> 2n

n=1

16
>2n-1

n=1

Kaytetadn ratkaisussa taulukkolaskentaohjelmaa.

Syotetddn toiseen sarakkeeseen laskukaava, joka viittaa edellisen rivin tulokseen xn-1.

n

Xn

Xn+1

1,0000000

3,6666667

3,6666667

2,6675849

2,6675849

2,1999746

2,1999746

2,0864988

2,0864988

2,0801035

2,0801035

2,0800838

2,0800838

2,0800838

2,0800838

2,0800838

OO NI W|IN |-

2,0800838

Nahdaan, ettd n:n arvosta 7 alkaen xn on seitseman desimaalin tarkuudella sama kuin
Xn+1.

333. Aritmeettisen jonon yleinen jasen an:
d=8-5=3
an=5+(n-1)-3=3n+2

Geometrisen jonon yleinen jasen bn:
q = ﬂ: 0,99

1 000
b, = 1000 - 0,99™!

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
3n+2=1000 - 0,99
n=110,37...

Lasketaan molempien jonojen 110 jésenen suuruus.
ai10=3-110+2=332
b110 = 1000 - 0,99*% =334,37...

a0 on vield pienempi kuin bio,
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6 AVARUUSGEOMETRIA

334. a) 3,61=364dl

b) 7,11=7,1dm’

c) 8300 cm® = 8,3 dm’

d) 1500ml=1,51

e) 4,01=400 cl

f) 75 cm® = 0,075 dm?® = 0,000075 m?
335. Lasketaan laatikon tilavuus.

V=34-22-8=50984~ 6000 (cm®)

6 000 cm® = 6,000 dm’ = 6,000 1
6,0001~ 6,01

336. Lierion tilavuus on V' = 4, h, missd 4, on lierion pohjan ala ja 4 lierion korkeus.
V=44.23=1012 (cm?)

1012cm®=1,012dm*>=1,0121

C on oikea tilavuus.

3

337. a) Pallon tilavuus on V' = drr , missid » on pallon séde.

4’ _4-7[-8,23
3

- =2 309,56...~ 2 300 (cm’)

Pallon tilavuus on 2 300 ¢cm °.

b) Pallon pinta-ala on 4 = 477, missé  on pallon side.
A=4nr* =4 - - 82> =844,96... = 840 (cm?)
Pallon pinta-ala on 840 cm?.
338. Suoran ympyrékartion vaipan ala on 4y = nrs, missé » on kartion pohjaympyrén siade
ja s on kartion sivujanan pituus.
Av=mrs=m-19-26=1551,94... ~ 1 600 (cm?)

C on varjostimen oikea pinta-ala.
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339. Jéarjestd kappaleet tilavuuden mukaiseen jirjestykseen pienimmaésta tilavuudesta
suurimpaan tilavuuteen.

A Kuution sdrmén pituus on 6,1 cm.
V=(6,1 cm)* =226,981cm® ~ 230 cm?

B Pallon sidde on 3,7 cm.

4r-3,7°

V= =212,17...~ 210 (cm®)

C Ympyrilierion korkeus on 8,1 cm ja pohjan sdde 3,2 cm.
V=m-32%.8,1=260,57... =260 (cm’)

D Pyramidin pohjan pinta-ala on 108 cm? ja korkeus 6,4 cm.
y 10864 230,4 ~ 230 (cm?)

Suuruusjérjestys on B, A, D ja C.

340. a)

6,0 cm
b)
341. 10cm=0,1 m

Lasketaan tarvittavan mullan tilavuus.
V=5,5-46-0,1=2,53 (rn3)

2 m® multaa ei riitd, koska sitd tarvitaan 2,53 m>.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali + Ratkaisut



e\ /<
Summa
Kertauskirja

342. Pallon tilavuus on =33 1=33 dm® =33 000 cm’.

3

Pallon tilavuus lasketaan V' = , missd » on pallon séde.

Muodostetaan pallon tilavuudesta yhtalo ja ratkaistaan séde r.
4xr’

=33 000 |- 3
41t =99 000 |:4rx
. 99 000
4z

f99 000
yr=3
4

r=19,8979... ~ 19,90 (cm)

Yhtélon voi ratkaista myds laskentaohjelmalla:

477’

=33 000

r=19,8979... ~ 19,90 (cm)

Pallon halkaisijaon d =2r=2-19,90 = 39,8 = 40 (cm).

Pallon halkaisija on 40 cm.

A -h
343. Kartion tilavuus on ¥ = —2— missi 4, on kartion pohjan ala ja / kartion korkeus.
Nyt pohjana on nelid.
2
14 :M =2 451033,33...~2 500 000 (m’)

Pyramidin tilavuus on 2 500 000 m°.
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344.

345. a)

b)

Piirretddn sarmio.

Sdrmion avaruuslédvistijian pituus on 6,16.

P

Kartion tilavuus on V' = ,missd 4, on kartion pohjan ala ja 4 kartion korkeus.

Lasketaan yhden konvehdin tilavuus.
ar’-h B 7-0,9%-4,5
3 3

V= =3,81703...~3,817 (cm’)

Suklaata on 6 d1=0,6 1 =6 dm® = 600 cm®.

Suklaata riittda 007 =157,19... = 160 konvehtiin.

b

Suklaata riittaa 160 konvehtiin.

Suoran ympyrikartion vaipan ala on Ay = zrs, missd » on kartion pohjaympyrin side
ja s on kartion sivujanan pituus.

Ratkaistaan s Pythagoraan lauseen avulla.

s?= 4,5 2+ 0992 Yhtélo voitaisiin ratkaista myds laskentaohjelmalla.

s*=21,06

s =14/21,06 Negatiivinen ratkaisu ei kdy. 45 s
s=4,589117...~ 4,5891 (cm) i kiy pituudeksi. ’
Yhteen konvehtiin tarvitaan foliota

Av=rmrs=7-09-4,5891 =12,9753... ~ 12,98 (cm?). 0.9

Kaikkiin hddkonvehteihin menee foliota
157 - 12,98 =2037,86 ~ 2 000 (crnz).
2 000 cm? =20 dm?

Konvehtien pakkaamiseen kuluu 20 dm? foliota.
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346.

347.

348.

Summa

Lasketaan poteron tilavuus. Se on suoran ympyrélierion tilavuus V= A, h , missd 4,
on lierién pohjan ala ja 4 lierion korkeus.

V=r-0,5"-18=141371... ~ 1,414 (m%)

1,414 m* =1 414 dm’

Massa lasketaan tilavuuden ja tiheyden avulla kertomalla ne keskendén.
m=1414 dm - 1,7 kg/dm® = 2 403,8 kg ~ 2 400 kg

Maa-aines painaa yhteensa 2 400 kg.

Téytteen tilavuus on ¥=11dl=1,11=1,1 dm* =1 100 cm’.
Pohjan halkaisija on 24 cm, joten séde on 12 cm.

Suoran ympyralierion tilavuus on V' = A4, h, missi 4, on lieridén pohjan ala ja £ lierién
korkeus. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan korkeus 4.

7-122-h=1100 101 225 Yhtdld voitaisiin ratkaista myds laskentaohjelmalla.
1100
h=——
12°7

h=2,43153... ~ 2,432 (cm)

Taytekakun koko korkeus on
2,432 +5,6 =8,032 = 8,0 (cm).

Téytekakun korkeus on 8,0 cm.

Kuution sdrmén pituus on s.

Pyramidin korkeus on puolet kuution sdrmén pituudesta eli korkeus on 0,5s.
Kuution tilavuus on V' = s°.

Pyramidin tilavuus on

2
570,55 s

V= 2
3 6
S3
prramidi _6 _ l -1:6
Y ewuio s 6
Suhdeon 1 : 6.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali + Ratkaisut



Kertauskirja

349.

350.

Summa

Koska kaupungit sijaitsevat samalla leveyspiirilld, kaupunkien vélinen etdisyys

voidaan laskea kaaren b pituuden avulla.
Keskuskulman suuruus on o =32° + 78° =110°

Kaaren pituus on

b=—% . p=119 40000=1222222.. ~12000 (km).
360° 1 360°

Kaupunkien vilinen etdisyys on 12 000 km.

Iso munkki:

Ison munkin sidde on R.
3

Tilavuus V. = 4rR

iso

Pinta-ala A = 4nR>

Pieni munkki:
Pienen munkin sdde on r.
) 4rr?
Tilavuus V. . =
pieni 3

Pinta-ala 4 = 4mr?

47 R’

=3 =47R>.

Kolmen ison munkin tilavuus on V.

isot

3

=24. =327r.

Pienten munkkien tilavuus on V

pienet

32n°= 4nR?

Ratkaistaan yhtilosta R.
4R? =32/°

R =8

R =2r

Lasketaan pinta-alojen suhteet.
Apienet _24'471'7"2 . 87"2 _81"2 -9
A 3-4zR*  (2r) 47

isot

Suhde on ”pienet” : isot” = 2.
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351.

Summa

Lasketaan sdrmion tilavuus. Pohjana on viisikulmio ja
korkeutena 16,0 cm—2 - 0,4 cm = 15,2 cm.

Viisikulmio muodostuu suorakulmiosta ja kolmiosta. Lasketaan molempien pinta-alat.

Suorakulmion ala on
A=12,0-10,4=124,8 (cm?).

Kolmion kanta on 12,0 cm. Lasketaan kolmion korkeus Pythagoraan lauseen avulla.
W +6,0°=11,2?

Ratkaistaan yhtél6 laskentaohjelmalla.

h=9,457272... = 9,4573

tai

h=-9,457272... ~-9,4573 Negatiivinen ratkaisu ei kdy.

Kolmion ala on

4= L2093 sy o

Viisikulmion ala on
A=56,7438 +124,8 = 181,5438 (cmz)

Piparkakkutalon tilavuus on
V=181,5438 - 15,2 =2 759,4657 ~ 2 760 (cm?)
2760 cm® = 2,76 dm* =2,76 1

Piparkakkutalon sisétilavuus on 2 760 cm® = 2,76 1.
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352.

353. a)

b)

Summa

Pituuden x selvittdmistd varten muodostetaan verranto ja ratkaistaan x.

x x+8&4 .. 79
5—4 = = Kerrotaan ristiin. «—
54x +4 536 =79« 1
54x — 79x = —4 536 4
—25x=-4536|:(-25)
x=181,44 X 84

Verranto voidaan ratkaista myds laskentaohjelmalla.

. . . v v
Lasketaan pienen kartion tilavuus.

ar’-h 727" 181,44
3

V= =138 515,5688...~138 515,57 (cm’)

Lasketaan 1son kartion tilavuus.
zr’-h _ m-39,5%-265,44
3 3

- = 433 699,7561... ~ 433 699,76 (cm’)

Lasketaan tilavuuksien erotus.

433 699,76 — 138 515,57 =295 184,19 ~ 300 000 (cm?)
300 000 cm?® = 300 dm?® =300 1

Kompostorin tilavuus on 300 litraa.

Lasketaan pallon séde.
p=2mnr
2-3.-r=173
r=28,83333... ~ 28,833 (cm)

Pallon tilavuus on

4.3.28,833

V= =95 880,322...~95 900 (cm?)

95900 (cm®) = 95,9 dm* = 95,9 1

Lasketaan pallon side.
p=2r
2-m-r=173
r=27,53380... = 27,534 (cm)

Pallon tilavuus on

4.7.27,534°

V= =87 437,258...~ 87 400 (cm®)

87 400 (cm®) = 87,4 dm>= 87,41
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9 95 88087 437 _ 0,09656...~ 0,097 =9,7 % suurempi
87 437

a-kohdan vastaus on 9,7 % suurempi.

354. Teltan tilavuuden laskemista varten tarvitaan pyramidin korkeus.

Lasketaan pyramidin korkeus /4 Pythagoraan lauseella.

110 cm

Tapa 1

Ratkaistaan yhtilo laskentaohjelmalla.
h* +55% = 182*

h=173,4906... = 173,49 (cm)

tai

h=-173,4906... ~ —173,49 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kiy pituudeksi.

Tapa 2
h? +55% = 1822
WP+3025=33124 |-3025
h?=130 099

h =230 009

h=173,4906... ~ 173,49 (cm)

A, -h

P

Pyramidin tilavuus on V = ,missd Ap on pyramidin pohjan ala ja 4 pyramidin

korkeus.

110-173,49

v =699 743 ~ 700 000 (cm’)

700 000 cm?® = 700 dm* = 700 1
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Pohjan ja tahkon vilinen kulma saadaan suorakulmaisesta kolmiosta.
cosa = > 182
182 o
a="72410...°=72°
a

Teltan tilavuus on 700 dm? ja kysytty kulma 72°. 55 cm

355. Korkeus /= 1 000 mm = 100 cm /—\
Ulkohalkaisija dy =400 mm = 40 cm
Ulkoséde on 7y, = 20 cm v
d

N

Sisdsdde rs=20cm —5,9 cm = 14,1 cm

Lasketaan lierion tilavuus ulkoséteella.

<

Vu=m-20%-100 =125 663,7061... ~ 125 664 (cm?).

Lasketaan lierion tilavuus sisaséateella.

Ve=m- 14,17 - 100 = 62 458,0035... ~ 62 458 (cm3).
Lasketaan tilavuuksien erotus.
Vi—Vs=125 664 — 62 458 = 63 206 (cm3)

63 206 cm® = 63,206 dm> = 63,206 1

Betonin tilavuus on 63 litraa.

356. Jaadykkeen korkeus on puolipallon séde.
Jaadykkeen tilavuus on V'=2,11=2,1 dm*>=2 100 cm?
1 4m°

Puolipallon tilavuus lasketaan V' = > , missé  on pallon séde.

3

Muodostetaan puolipallon tilavuudesta yhtalo ja ratkaistaan séde r.
Tapa 1
1 4z’
2 3

=2100
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357. a)

b)

Ratkaistaan yhtilo laskentaohjelmalla.
r=10,0089... = 10 (cm)

Tapa 2
Ratkaistaan yhtilo laskemalla.
4 P =12 600 | : 4n

12 600
iy

/12 600
yr=3
4z

r=10,0089... ~ 10 (cm)

P =

Jaadyke on 10 cm korkea.

Piirretddn ympyrakartio laskentaohjelmalla ja médritetddn silld sivujanan pituus ja

sivujanan ja pohjan vilinen kulma.

Sivujanan pituus on 7,6 cm ja kulma 66,8°.

Lasketaan sivujanan pituus.

s2=3,0%+ 7,0
$2=9+49
s?2=58

s=i\/§

s=7,615... = 7,6 (cm)
tai

s=-7,615... ~—7,6 (cm)

Negatiivinen ratkaisu ei kdy pituudeksi.

Lasketaan kulman suuruus.

7,0

tana =

’

o~ 66,8°
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Letku on suoran ympyrélierion muotoinen.
Vesiletkun pituus eli lierion korkeus # =40 m =4 000 cm

Ulkohalkaisija du = 22 mm = 2,2 cm
Ulkosdde on 7, = 1,1 cm
Sisdsdde rs=1,1 cm— 0,3 cm =0,8 cm

Lasketaan lierion tilavuus siséséteella.
Vi=m-0,8%4000=8042,47... ~ 8 042 (cm?).
8 042 cm® = 8,042 dm?® = 8,042 1

Lasketaan pumppaamiseen kuluva aika.

8,042
- =0.6701...% 0,67 (min)

0,67 - 60 = 40,2 (s)

Aikaa kuluu 40,2 sekuntia.

85 cm

110 cm

130 cm

Tapa 1
Aurinkovarjon pituuden selvittimiseksi pitdé laskea laatikon avaruuslivistéja y.

y=~a>+b +c> =~130> +110> + 857 =190,32...~ 190 (cm)

Tapa 2

Pythagoraan kolmioiden avulla. 110 X

x*=130?+ 110

Ratkaistaan laskentaohjelmalla. 130
x=170,2938...~ 170,29 (cm)

tai

x=-170,2938...~-170,29 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kiy pituudeksi.

3 =170,29% + 852
Ratkaistaan laskentaohjelmalla. 85
y=190,32...= 190 (cm)
tai

y=-190,32...~-190 (cm) | Negatiivinen ratkaisu ei kdly pituudeksi.
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360.

Summa

Piirretddn mallikuva.

21 cm

Pyramidin vaippa muodostuu neljéstd samanlaisesta tasakylkisesti kolmiosta.
Sivusdrmin pituuden laskemista varten pitéé selvittda tasakylkisen kolmion korkeus.
Se saadaan trigonometrian avulla.
cos47,3 = 10,5 | X
X
x -c0s 47,3°=10,5| : cos 47,3°
x=15,48307... ~ 15,483 (cm)

Sivusdrmén pituus saadaan Pythagoraan lauseen avulla.
5% =10,5%+ 15,483?
s =349,973289

s =14/349,973289

s=18,707... ~ 18,7 (cm) Negatiivinen ratkaisu ei kdy pituudeksi.

Yhtilon voi ratkaista myos laskentaohjelmalla.

Pyramidin tilavuuden laskemiseen tarvitaan pyramidin korkeus.
Se saadaan trigonometrian avulla.
tan47,3°= | 10,5
10,5
h=tan 47,3° - 10,5

h=11,37874... ~11,379 (cm)

A, -h
Pyramidin tilavuus on V = pT, missd Ap on pyramidin pohjan ala ja ja 4 pyramidin

korkeus.

2
y2L0 L3P 672,713 ~1 670 (cm®)

1670 cm® = 1,67 dm*=1,67 1

Sivusdrmén pituus on 18,7 cm ja pyramidin tilavuus 1,67 1.
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361. Lasketaan jadkiekkokaukalon alapuolelle muodostuvan sdrmion tilavuus, kun

pyoristyksid ei huomioida.

Sadrmion tilavuus on
V=60-29-2,5=4350 (rn3)

Pyoristysten vuoksi jdé tyhjéa tilaa, jonka tilavuus on
V=12*.25-7n-6°-2,5=77,2566... ~ 77,26 (m?)

Poistettavan maa-aineksen tilavuus on
4350-7726=4272,74 (rn3)

Kuorma-autokeikkojen lukumééra

w:213,637
20

Maata vaihdetaan noin 210 kuorma-autollista.

362. Lasketaan sdrmion muotoiseen pakkaukseen tarvittavan pahvin pinta-ala.
Sarmion mitat ovat:
3-8,6=25,8(cm)
8,6 cm
4-1,2=48 (cm).

Pinta-ala on
A=2-(258-8,6+258 4,8+8,6-4,8)=774 (cm?).

Suoran ympyrélierion korkeus on
12-1,2=14,4 (cm)

ja pohjan séde on 4,3 cm.

Pinta-ala on
Akok =Av+24p,=2 -1 - 4,3 - 14,4 +2 - 1 -4,3%=505,2309... ~ 505,23.

Pahvia tarvitaan enemmaén

M:o,ssw...z 53 (%)
505,23
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363.

364.

Kappaleen mallikuva néyttaa talta:

Lasketaan kartion korkeus trigonometrian avulla.

h
COSSg,SO:m | 17,6 17,6 cm 58,59
h =cos 58,5° - 17,6

h=9,1959 ... ~9,196 (cm)

Lasketaan sédde r.

sin58,5°=—— | -17,6
17,6

r=sin 58,5° - 17,6
r=15,0064... ~ 15,006 (cm)

Kartion tilavuus on
zr’-h _ -15,006°-9,196
3 3

V= =2168,49...~2 170 (cm’)

Kartion tilavuus on 2 170 cm?>.

Leikataan kartiota sen korkeusjanan kautta kulkevalla tasolla, jolloin syntyy kolmio ja
sen sisélld oleva suorakulmio. Suorakulmion kummallakin puolella on
suorakulmainen kolmio, jonka korkeus on lierion korkeus d ja kanta 0,5d. Kartion
korkeusjana jakaa suorakulmion ylépuolella olevan kolmion kahdeksi kolmioksi, jotka
ovat yhtenevid suorakulmion vieressé olevien kolmioiden kanssa. Ndin ollen niidenkin
korkeus on d. Siitd saadaan kartion korkeudeksi 2d. Kartion pohjaympyréin séde on d,
joten kartion tilavuus on

zd*

v, =22 24

Lierion tilavuus on
V,=7-(0,5d) -d .

Tilavuuksien suhde on

— . 2.
Vi=n (0a5d3 d:;z-(O,Sd)z-d- 3 . :§=O,375.
v _27d 2rd® 8
o3

Lieri6n tilavuus on 37,5 % kartion tilavuudesta.
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365.

366. a)

b)

Koska kaupungit sijaitsevat samalla pituuspiirilld, kaupunkien vilinen etdisyys
voidaan laskea kaaren b pituuden avulla.

Muutetaan 51°30°N ja 5°37°N asteiksi.

51°30'=51°+3O =51,5°
60

5937" = 51042
60

=5,61666...°~5,6167°

Lontoon ja Accran vilinen kulma on 51,5° —5,6167° =45,8833°

Kaaren pituus on

o 458833
360° ¥ 360

2-7-6370=510L18...~5 100 (km).

Kaupunkien vilinen etdisyys on 5 100 km.
Akvaarion sisatilavuus on
V'=280-29-40=92800 (cm?)

92 800 cm® ~ 93 dm?> =931

Akvaarion sisatilavuus on 93 litraa.
Lasketaan lasinosien tilavuudet
V=2-0,5-40-30=1200 (cm?)
V=2-0,5-80-40=3200 (cm3)
V=0,5-81-30=1215 (cm3)

Yhteensd V'=1200+3 200+ 1215 =5 615 (cm?)
5615 cm®=5,615 dm?

2 500 kg/m® = 2 500 g/dm’
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367. a)

b)

Summa

Lasi painaa
5,615 dm?®- 2 500 g/dm® =1 4037,5 ¢

14037,5g= 14,0375 kg ~ 14 kg

Akvaario painaa 14 kg.

Suoran ympyrélierion tilavuus on 54m.

Suoran ympyrélierion tilavuus lasketaan
V=nmnrh

nr?h = 54m

r*h =54

Ph=9-6

rh=3%-6

Siis sédde on 3 ja korkeus 6.
Sadnnollisen nelidpohjaisen pyramidin kokonaispinta-ala on 96.

Sadnnollisen nelidpohjaisen pyramidin pinta-ala on
Axok = Anelis + Avaippa = Anelis + 4 - Axolmio

Nelion sivun pituutta merkitién x:114 ja kolmion korkeutta A:lla. Sdédnnollisessé
nelidpohjaisessa pyramidissa vaipan kolmion kannan pituus on yhtd suuri kuin nelion
sivun pituus.

Saadaan x*> + 4 - %h =x? + 2xh.

Nyt x? + 2xh = 96.

Jos nelidn sivun pituus on 6 ja kolmion korkeus on 5, yhtilo toteutuu.
42+2-4-10=16+80=96
6°+2-6-5=36+60=96

Lasketaan vield pyramidin korkeus Pythagoraan lauseen avulla.
3P+ hr=5

Ratkaistaan yhtél6 laskentaohjelmalla.

h =4 (negatiivinen ratkaisu ei kdy)

Pohjanelion sivun pituus on 6 ja pyramidin korkeus 4.
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368.a)  Katkaisemattoman kartion sivujanan pituus on
s*=30%+15°

s=~1125

Katkaistu kartio on yhdenmuotoisuuden perusteella kolmasosan tasta eli jéljelle jaa 2/3.
S= %x/l 125 =22,3606...~ 22,4 (cm)

Sivujanan S pituus on 22,4 cm.

b)

c) Katkaisemattoman kartion vaipan ala
A=mrs=m-15,0- 1125

Pois otettu osa on yhdenmuotoisuuden perusteella

Katkaistun kartion vaipan ala on

gn 15,0 - V1125 =1 404,96 ~ 1 405 (cm?).

Katkaistun kartion vaipan ala on 1 405 cm?.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali + Ratkaisut



:Su!_nma

Koontitehtavit luvuista 1-6

369. a) x*=81
x=3taix=-3

15 39 15+39 54
X X

x’- X
b _ X _ 2
) x52 x52 x52
c) 6°+61=1+i1=1+1=1%
=-3x+5
370.a) {7
x—-2y=25
Sijoitetaan ylempi yhtdlo alempaan yhtéloon y:n paikalle.
x—2(-3x+5)=25
x+6x—-10=25
Tx=35[:7
x=5
Sijoitetaan x = 5 ylempdin yhtdloon.
y=-3-5+5=-10
Yhtiloparin ratkaisu on x =5 ja y =—10.
b) log264 = 6, koska 2° = 64.
C) Kuvasta ndhddén, ettd f{1) = —4.

Funktio saa arvon 4, kun x = -1 tai x = 5.

371. a) Merkitdan (x1, y1) = (-4, 5) ja (x2, y2) = (8, 29).

Suoran kulmakerroin on
k= Yo=» _ 29-5 _ﬁ_z

X,—x, 8—(-4) 12

Sijoitetaan kulmakerroin ja toinen suoran pisteistd (xo, yo) = (8, 29) suoran yhtélon
kaavaan y — yo = k (x — xo).

y—29=2(x-28) Muokataan muotoon y = kx + b.
y—29=2x-16
y=2x+13
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b) ar=Tjaax=11

d=11-7=4

7+m-1)-4=1000
7+4n—-4=1000
4n=997 |:4
n=24925

Tuhatta pienempid on 249 jasenta.

372.a)  Pohjan side: r = 5’27 =2,85(cm)
A,h zr’h  7-2,85°-6,8

Tilavuus: V' = =57,83...~58(cm?)

3
Kartion tilavuus on 58 cm?>.

b)

Reikii Tyhjenemisaika (min)
2 8,5
5 X

Reikien méédri ja tyhjenemisaika ovat kddntden verrannolliset.
2 x

585

5x=2-8)5

Sx=17 |:5

x = 3,4 (min)
0,4min=0,4-60s=24s

3,4 min =3 min 24 s 3 min 20 s

Tyhjeneminen kestdd 3 min 20 s.

373. Paikkakunnat sijaitsevat suoralla mainitussa jarjestyksessd eli Seindjoki on
keskimmaiseni.

Lampdatilan muutos kilometrid kohti:

w =0,0168831...~0,01688 (°C).

Lampotila Lappeenrannassa:
19,1 +503 - 0,01688 =27,59064 =~ 27,6 (°C).

Koska ldmpdétila on yli 25 °C, Lappeenrannassa on helletta.
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Ratkaistaan alemmasta yhtdlostd ensin y.

2x+2y=15,8
2y=158-2x |:2
y=79—-x

Sijoitetaan 7,9 — x ylempéén yhtdloon y:n paikalle.
x(7,9-x)=13,2
7.9x —x*=13,2

x*+79x-132=0 a=-1,b=79,c=-132

Tapa 1 laskentaohjelmalla
x=24taix=25,5

Tapa 2

C—7,9%7,9 —4-(-1)-(-13,2)  -7,9+./9.61 —7,9%3,1

X =
2-(-1) -2 -2
x= 931 2,4 tai x= 9731 5,5
-2 -2
Ratkaistaan y.

Kunx=2,4,y=7,9-24=55
Kunx=55,y=7,9-55=24

Molemmat x:n arvot johtivat samaan ratkaisuun.

Sivujen pituudet ovat 5,5 m ja 2,4 m.

Syyskuussa 2018 rekisteroitiin 12 012 uutta ajoneuvoja, joista autoja oli 8091.

Ensirekisterdinnin laskua edelliseen vuoteen oli 18,7 %.

Henkilbautoja 6 528 (laskua 28,4 %).

6 528 =0,5434...~ 0,54 =54 %
12 012

Uusia henkildautoja oli 54 %.

Merkitdan vuoden 2017 maaraa x:114.
100 % — 28,4 % =71,6 %=0,716

0,716x=6528 | : 0,716
x=9117,31... ~9 120

Uusia henkildautoja rekisterditiin 9 120.
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376. a)
b)

¢)

3717.

Summa

fif)=3"-40

f(5)=3%-40=9 720 ~9 700

3"-40=1500 000 |:40
=12 500 Ratkaistaan logaritmin avulla.
. 1g12500
g3
t=8,586...~ 8,6

500 000 hyttysta ylittyy 9 viikon kuluttua kesin alusta.

Pallon tilavuus:

4 =i(l =196,850... ~ 200(1)

b

Pallon side:
4rr

=196,85

Tapa 1 laskentaohjelmalla
Ratkaistaan yhtilo laskentaohjelmalla.
r=13,60868... = 3,609 (dm)

Tapa 2
3
M 196,85) 3
4rr’ =590,55 |:4x
;590,55
=
4

/590,55
yr=3
4r

r=13,60868... = 3,609 (dm)

Ympérysmitta:
p=2mr=2r-3,600=22,67... 23 (dm)

23dm=23m

Pallon tilavuus on 200 1 ja ympéarysmitta 2,3 m.
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378. Merkitdén koko matkaa s:114 ja tavallisesti kdytettyd ajonopeutta v:114.
Matka Nopeus Aika
Normaali osa 0,9s % t
Hitaampi osa 0,1s 0,5v [

. . . . . s
Muodostetaan lausekkeet ajoille #1 ja 2. Nopeus on matka jaettuna ajalla eli v =—.

Ratkaistaan yhtdlosta aika ¢.

s
v=— |-t
t
tv=s |:v
s
t==

v

Normaalinopeudella ajettavaan osaan kulunut aika:

:O,9s :O,9£
v %

4

Hitaammin ajettavaan osaan kulunut aika:

_ 0,1s :0’2£

t
? 0,5v %

Koko matkaan kulunut aika:

t=t+1,=0,9>=022=112
\%

v

Keskinopeus koko matkalla:

s s
v, =—=s:1L1-=5
t v

Lls

- =
% LIs L1ls

Tama on 90,9 % tavallisesti kdytetystd nopeudesta v.

Koko matka taittui 100 % — 90,9 % = 9,1 % hitaammin.

379. a)

5 D
it

A

4,5826
12

=y =3l =L = 1 2
LR
-2

4 5;“\ 6%

o=235782°

—1v =0,90909...v = 0,909v
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b)

380.

Summa

Ympyrdn tangentti ja sivuamispisteeseen piirretty sdde ovat toisiaan vastaan

kohtisuorassa, joten kuvan kolmio on suorakulmainen.
y A

AD=2jaAP=6-1=5
Merkitdan DP = x.

Pythagoraan lause:

X +22=5
xX*+4=25
x*=21

x=i\/ﬂ

Negatiivinen ratkaisu ei kdy pituudeksi.

x=+21=4,582..~ 4,6
Janan DP pituus on V21~ 4,6 (cm).

Merkitddn a:lla kulmaa DPA.
sina = 2
5
a=23,578...° = 23,6°
Kulman DPA suuruus on 23,6°.
Janan DP pituus on 4,6 cm ja kulman DPA suuruus 23,6°.
Asumiskustannukset alussa: 0,48 - 5 600 = 2 688 (€)
Muut kulut alussa: 5 600 —2 688 =2 912 (€)
Asumiskustannusten nousu: 0,12 - 2 688 = 322,56 (€)
Muita kuluja on karsittava tdimén verran. Osuus muista kuluista:

322,56 =0,1107...20,11=11 %
2912

Kuluja on karsittava 11 %.
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381.

382. a)

b)

Summa

Merkitddn vikiluvun vuotuista muutoskerrointa :1la.
2010 -2004=6

Muodostetaan yhtidlo muutoskertoimen & ratkaisemiseksi ja ratkaistaan yhtdlo
laskentaohjelmalla

K- 6,4=06,8

. Negatiivinen ratkaisu ei kay
k ~1,010155322 tai k ~-1,010155322

muutoskertoimeksi.

Merkitaan vuodesta 2004 kulunutta aikaa vuosina x:114.

Muodostetaan yhtilo vuosimiirin x ratkaisemiseksi ja ratkaistaan yhtilo
laskentaohjelmalla.

1,010155322% - 6,4=10
x=44,168... = 44,2

2004 + 44,2 =2048,2

Tehtdvidssé ei kerrottu, ovatko vékilukutiedot vuosien alusta vai lopusta. Pyoristetéddn
siksi vastaus ylospdin.

Vikiluku ylittd4 mallin mukaan 10 miljardin rajan vuonna 2049.
Sijoitetaan arvot laskentaohjelman taulukkonikymééin. Kolmannen asteen polynomisen

mallin mukaiseksi yhtéloksi saadaan ohjelmasta
y=-5,2253x> + 94,988x% — 520,88x + 4 757.7.

Etanoiden maara

Viikko

Kun x =13,y =-5,2253 -13° + 94,988 - 13> — 520,88 - 13 +4 757,7 ~ 2 560
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©)

383.

Summa

Viikko | Etanoiden maira
13 2559,2479

15 681,4125

16 -662,2808

17 -2317,6269

15. viikolla etanat kuolevat puutarhasta. Tdmin jdlkeen malli ei endé toimi, vaan se

antaa mahdottomia negatiivisia arvoja etanoiden maérille.

Huoneen pohjan ldvistdja saadaan Pythagoraan lauseella.
x?=3,82+472°
x? =32,08

x = £4/32,08

x=5,66392...~ 5,664 (m) | Negatiivinen ratkaisu ei kiy
pituudeksi.

Leppékertun kévelemd matka on
2,4+ 5,664 = 8,064 (m).

Ampiaisen lentoreitin pituus on huoneen avaruuslivistdjén pituus.

Ratkaistaan se Pythagoraan lauseella.
3 =5,664% + 2,4

¥* =37,840896
Y= 1/37,840896 Negatiivinen ratkaisu ei kdy

y=6,15149...~ 6,151 (m) | pituudeksi.

8,064 — 6,151 =1,913 = 1,9 (m)

8,064 —-6,151

=0,3110... =31 %
6,151

Leppidkertun kivelema matka on 1,9 m eli 31 % pidempi.

2,4 m

3,8m
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Summa

7 TALOUSMATEMATIIKKAA

Verotus, hinnat ja rahan arvo

384.

38s.

386.

387. a)

b)

388. a)
9)

d)
e)

389.

390. a)
b)

0,215 - 17 850 = 3 837,75 (€)

Vuosi | Hinta (€) | Indeksi (2015 = 100)

2015 | 200 100,0

2016 | 210 105,0

20171235 £-100=117,5
200

2018 | 231 231

——-100=115,5
200

600 - 10,2 = 6 120 (SEK)

0,1 -20=2 (€)

Ratkaistaan veroton hinta.
20 |:1,24
x=16,1290... = 16,13

1,24x =

Veron méaira on
20 —-16,13 = 3,87 (€).

oikein
vadrin
vaarin
vadrin
oikein
oikein

518 +0,1725 - (29 500 — 25 700) = 1 173,50 (€)

1280

b

= 17,1122... = 17,11 (€)

24 - 74,8 = 1795,2 (RUB)
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391.

392.

393.

394. a)

b)

Summa

0,165 - 2 945 = 485,925 = 485,93
0,0635 - 2945 =187,0075 = 187,01
0,019 - 2 945 = 55,955 = 55,96

Verot ja maksut ovat yhteensd 728,90 €.
Netto palkka on 2 945 — 728,90 =2 216,10 €.
Ratkaistaan veroton hinta.
0,1 -x=1,80 |:0,1

x=18,00

Verollinen hinta on
18 + 1,80 = 19,80 (€).

Vuosi | Hinta (€) | Indeksi

2013 | 11,12 100,0

2014 | 11,22 1,22 400 =100,9
11,12

2015 | 11,36 11,36 100 =102,2
11,12

2016 | 11,77 1L77 100=105.8
11,12

2017 | 12,17 12:17.10():109,4
11,12

112

110 i

108 /

106

104

102

100 —

98

96
2013 2014 2015 2016 2017

%-124 000= 117 637,69... =117 638 (€)

%-124 000 =125 103,66... = 125 104 (€)
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395. a) 1480 1=0,23333... 0,233 =23,3%
1200
b) 129,5_ 1=0,09282...=0,093=93 %
118,5
C) Muutetaan aiempi palkkiomdird vastaamaan viiden vuoden jélkeistd hintatasoa
(rahanarvoa).
118,5 1200
129,5 X
= 129,5-1 200
118,5
x=1311,3924... = 1311,39 (€)
_1480 1=0,12857...=0,129=12,9 %
1311,39
396. a) 1700+ 0,11 - (58 000 —40 000) =3 680 (€)
3 680 _ 0,06344...~ 0,063 =6,3 %
58 000
b)
7
6 P
g5 P
EY o
s y
S pd
S 2
> : /
'
0

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
Perinndn verotettava osuus (€)

397. a) myyntikurssi

b) 18290 _ 16 039.3573... = 16 039,36 (€)
1,14032

398. L1 =20,0909... 9,1 %

399, 2000 _ 967 7669.. = 1 707,77 (€)
L17112
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400. O19 _ 5141196~ 514,12 (€)
1,204
894 _ 774.6967... = 774,70 (€)
1,154
4701 = 0,50684... ~50.7 %
514,12

Euroméiiriinen hinta nousi 50,7 %.

401. a) 39 820 — 4 666,40 = 35 153,60
518 + (35 153,60 — 25 700) - 0,1725 = 2 148,746 = 2 148,75 (€)
2 148,75 — 1 439,84 = 708,91 (€)

b) 39 820 — 7 086,25 = 32 733,75
0,205 - 32 733,75 =6 710,4187... = 6 710,42 (€)

c) 0,015 - 32 733,75 = 491,00625 = 491,01 (€)

d) 0,025 - (39 820 — 750 — 14 000) = 626,75 (€)

Yle-veron enimmaismaéird on 163 €.

e) 0,0153 - 39 820 = 609,246 = 609,25 (€)
f) 708,91 + 6 710,42 + 491,01 + 163 + 609,25 = 8 682,59 (€)
402. a) La LYy 04032, ~—0,040 =—4.0 %

1.24a 1,24

Kuluttaja maksaa 4,0 % vidhemman.

b) 0.1% 1= 019 _ 1 =-0,20833... ~-0,208 =-20,8 %
0,24a 0,24
Verokertyma pienenisi 20,8 %.

403. 3 398,75 +0,2125 - (x — 42 400) = 8 000

3398,75+0,21125x -9 010 = 8 000
0,2125x =13 611,25
x =64 052,9412 = 64 052,94 (€).

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Kertauskirja

404. a)

b)

405. a)

b)

406.

407.

408.

409. a)

b)

410.

Summa

2 465

———-—1=0,10241... = 0,102 = 10,2 %

2 236

Muutetaan aiempi palkka vastaamaan vuoden 2017 hintatasoa (rahanarvoa).
1890 2236

1927

X
1927 - 2236

1890

x=2279,7735... =2 279,77 (€)

_2485 ) 0.08124... %0081 = 8.1 %
2 279,77
0.886 1 _0,20054... = 0,201 = 20,1 %
0,738
0-738 | _ 0,16704... ~-0,167= 16,7 %
0,886
L65a L6540 42733.. ~0427=427%
1,156a 1,156
1812 o 0,05967... ~~0.060 = —6.0 %
1927
34:0.93 _ 59041~ 5772 (6)

0.87
1059 | 845 =1906.20 (€)
102,5

1,01 - 1 906,20 =1 925,262 = 1 925,26 (€)

1,152a

-1= L152 1=0,05785... 0,058 =5,8 %

1,089a

1,089
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411.
Vuosi | Neliovuokra | Elinkustannus- | Vuokra 2017 rahassa
(€/m2/KkKk) indeksi

2011 | 12,52 1812 1927 15 50-1331
1812

2012 | 13,04 1863 1927 1304 =13.49
1863

2013 | 13,56 1890 1927 13 56 - 13.83
1 890

2014 | 14,12 1910 1927 412=1425
1910

2015 | 14,58 1906 1927 1458 = 14,74
1906

2016 | 14,94 1913 1927 14,94 = 15,05
1913

2017 | 15,16 1927 15,16

16

15 f'
14 ,,/
"____...-4»/‘ '/

13
=
12

1
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

M Nelidvuokra (/m¥kk)
M Nelidvuokra vuoden 2017 rahassa

412. a) 0,92 - 1,158 =1,06536 = 1,065

1,158

b) =1,05272... = 1,053

2

413. a) flx)=10,30 - 40 000 + 0,32 - (x — 40 000) =
12 000 + 0,32x — 12 800 =
0,32x — 800
flx) =0,32x — 800, kun x > 40 000

b) (41 700,23) = 0,32 - 41 700,23 — 800 = 12 544,0736 = 12 544,07 (€)
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C) 0,85 - 41 700,23 = 35 445,1955... =35 445,20 (€)
0,3 - 35445,20=10 633,56 (€)

10 633,56

=0,25500... = 0,255 =25,5%
41700,23

414.

Hinta (€) | Kurssi | Hinta (USD)
Ennen |a b ab
Jilkeen | 1,084 1,085 | 1,08a - 1,08h =1,1664ab

Hinta nousi
1,1664ab B

ab

_ Lloo64

1 —-1=0,1664 = 16,64 %.
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Korko, koronkorko ja lainat

415. a)

b)

416.

417.

418.

419. a)

©)
d)

e)

420. a)

421.

422.

423.

0,0175 - 4 000 = 70 (€)
0,3 -70 =21 (€)

70— 21 = 49 (€)
A—TII

B-1V

C-1I
D-1I

7000 - 0,025 - % =44,7222... = 44,72 (€)

1,045° - 5 000 = 6 230,9096... = 6 230,91 (€)

oikein
vaarin
vadrin
oikein
oikein

45
43
85000 - x - 120 _ 850
360
x=0,03=3%

Nettokorkokanta on 0,7 - 1,5 % =1,05 %

1,0105% - 1200 =1251,1993... = 1 251,20 (€)

0,95 - @=0,46329... - a=0,463a

Alkuperéisestd arvosta on jéljelld 46,3 %.
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424. 1,025' - 45 = 57,6038... = 57,60 (€)
425. 1,047 - 10 000 = 25 000
1,04"=2.5
_ 10825 _ 3360 =234 (v)
log1,04
426. 0,7 -2,5%=1,75 %
1,0175° - x = 50 000
50 000
X = 6
1,0175

x=45057,1270... =45 057,13 (€)

427. x’ - 725="74,50
74,50
X = 7——
7,25
x=1,39490... = 1,395

Vuodessa kurssi on kasvanut 1,395-kertaiseksi, eli kurssi on noussut vuodessa 39,5 %.

428. X% a=5q
10 =

=5

x=1,17461... = 1,175 =117,5 %

Liikevaihdon vuotuinen kasvu oli 117,5 % — 100 % = 17,5 %.

3000-(1-1,04")

429. =36018,3213... 36 018,32 (€)
1-1,04
430. 200 000 - 1,003130 - LOO?SO: 1 439,6067... = 1439,61 (€)
1-1,003

431. a) kertalyhennys = 60000 _ 1 875 (€)

Suoritus | Lyhennys (€) | Korko (€) Yhteensi (€) | Velka (€)

1 1875 0,008 - 60 000 =480 | 2 355 58 125

2 1 875 0,008 - 58 125 =465 | 2 340 56 250
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480+15

b) 32 =7920 (€)

432. a) 50 000 - 1,00333...108. 1-1,003 33'1'(')8 =552,0484... = 552,05 (€)
1-1,003 33...
b) >0 000 + 50 000 - 0,00333... =629,6296... = 629,63 (€)
214
433. 13 000 - 0,0425 - %= 328,4305... ~ 328,43 (€)
434. 32000 - 0,03 - X~ 168
360
x=063
83
435. x+x-0,0275 - —— =20000
360
83
x - (1+0,0275 - ——) =20 000
360
x=19873,9933... = 19 873,99 (€)
436. x'%-29500=75900
/ 5900
X = 10
29 500
x=0,85133... 0,851
Vuodessa auton arvo on laskenut 0,851-kertaiseksi eli arvo on laskenut 14,9 %.
437. 1,06" - a =2a
1,06" =2
= log2
log1,06
n=11,895... 11,9 (v)
438. 0,7-3,5%=245%

_ 7
2500:4-10235) _ 15 .840,0777... ~ 18 840,08 (€)
1-1,0245
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439. 0,7-5%=3,5%

x-(1-1,035")
1-1,035

=100 000

x=8524,1367... ~ 8 524,14 (€)

440. 0,7 -5,8% =4,06%

5000-(1-1,0406")
1-1,0406
1 —1,0406" =-0,5684
—1,0406" = —1,5684
1,0406" = 1,5684
= log1,5684
log1,0406

=70 000

=11,308...

Talletus pitéa tehdd 12 kertaa.

441. x - 1,038 L(ng= 5000
1-1,038
x=33943,4867... =33 943,49 (€)
442. Merkitdan kuukausisdastoa x:114.

Vuoden eri kuukausien saldot:
tammi | 700
helmi | 700 + x
maalis | 700 + 2x
huhti | 700 + 3x
touko | 700 + 4x
kesd 700 + 5x
heind | 700 + 6x
elo 700 + 7x
Syys 700 + 8x
loka 700 + 9x
marras | 700 + 10x
joulu | 700 + 11x

Keskiméairiinen talletus on
12-700 + 66x — 700 + 5,5x

Nettokorkokanta on 0,7 - 0,6 % = 0,42 %.
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443.

444. 2)

b)

445. a)

b)

Ratkaistaan kuukausisddsto x yhtalosta.
700 + 11x + (700 + 5,5x) - 0,0042 =1 800
x=99,5237...

Talletuksen oltava 99,53 (€).

Kertalyhennys on
200000 1111,11.

15-12

Kuukausikorko on

0,
45 % _ 0,375 %.
12

Ensimmainen korko on
200 000 - 0,00375 =750 (€).

Viimeinen korko on
1 111,11 -0,00375=4,1666... < 4,17 (€).

Korot ovat yhteensi

180 - POEHIT 067530 (e).

Tasaerd on

10 000 - 1,00536 - ﬂ

11.005" =304,2193... = 304,22 (€).

Ensimmdinen lyhennys on
304,22 — 0,005 - 10 000 = 254,22 (€).

1-1,005*

10 000 - 1,005** —304,22 -
1-1,005

1-1,001

100 000 - 1,001'20 - -
1-1,001

=884,7491... = 884,75 (€)

51 498,75 —21 000 = 30 498,75 (€)

Ratkaistaan jiljelld oleva laina-aika yhtalosti

30498,75 - 1,001 - =290 _ 100

n

n=2813...

b

Jéljelld oleva laina-aika on 29 kk.
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o
446. 22 % 0325 %
12
x - 1,00325%0 - —1_1’00323560 =
1-1,00325
x=159010,0823... = 159 010,08 (€)
4. l—q _
447. 7500 - g 1 =2 000
—q
q=1,02632... = 1,026
Lainan korkoprosentti on 2,6 %.
40
448. 365 /% =3,57987... = 3,580 = 358,0 %

Todellinen vuosikorkokanta on 358,0 % —100 % = 258,0 %.
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8 TODENNAKOISYYS JA TILASTOT

Todennakoisyys ja lukumaarat

449. a)
b)

¢)
d)

€)
f)

450. a)

b)

d)

451.

b)

452. a)
b)

oikein
VAdrin
VvAdrin
oikein
oikein
oikein

P(vihred) = %: 0,4615...~ 0,46

P(vihred tai punainen) :% = % =0,6923...~ 0,69
6+3+4 13 _ 1

13 13

P(vihred, punainen tai keltainen) =

P(violetti) = % =0

Selvitetdédn alkeistapaukset ruudukon avulla.

X

DN (W9 || N[N
=

1
P(molemmilla kuutonen) =£ =0,02777...~ 0,028

4
P(silmélukujen summa 5) = 36 =0,1111... 0,11

Eri mahdollisuuksia on 8! =40 320.

8
Eri mahdollisuuksia on (3) =56.
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453. a)

b)

454.

455. a)

b)

456. a)

b)

457.

458.

459. a)

b)

P(molemmat juurtuvat) = 0,85 - 0,85 =0,7225 = 0,72
Pistokas ei juurru todenndkoisyydelld 1 — 0,85 =0,15.

P(kumpikaan ei juurru) = 0,15 - 0,15 = 0,0225 =~ 0,023
FErilaisia asukokonaisuuksiaon 3 -7 -4 -2 =168.

Kortteja, jotka eivit ole dssi, on tdydessd pakassa 52 — 4 = 48.

48 47 4
P(ei yhtédn dssdd) _48 47 46 =0,7826...0,78
52 51 50

P(ainakin yksi dssd) = 1 — P(ei yhtdan dssdd) =1 — 0,78 = 0,22

Eri mahdollisuuksia on 36 - 35 - 34 =42 840.

36
Eri mahdollisuuksia on ( 5 J =376 992,

90 cm=09mjal50cm=1,5m

Koko paiitvseindn pinta-ala:
cl opara yse_lnan pin azaa 3,6m 1,5m
A=48-3,6=17,28 (m°)

09m 09m

Ikkunoiden pinta-ala yhteensa:
Ar=2-09-1,5=2,7(m?

4,8 m

P(kivi osuu ikkunaan) = A Y 0,15625~0,16
A 17,28

Yksittdiset potkuhousut ovat virheelliset todennékodisyydelld 0,03 ja virheettomat
todennékoisyydelld 1 — 0,03 = 0,97.

P(kaikki virheettomii) = 0,97°° = 0,2180... ~ 0,22
Erilaisia vastausrivejd on 3'5 = 14 348 907.

Rivejd on 2'° =32 768.
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460. Tusseja on yhteensd 3 +4 = 7.

P(samanviriset) = P(molemmat sinisid) + P(molemmat punaisia) =

32,033 0485 ~043
76 76

40
461. a) Erilaisia lottorivejd on ( . j= 18 643 560 .

b) P(7 oikein)=— 1 =5363...10" ~5,4.10°
18 643 560
462. a) Viisi parasta voi asettua jonoon 5! = 120 eri tavalla

Suotuisia vaihtoehtoja on kaksi.

P(mitalit oikeille kilpailijoille) = 61_0

5
b) P(viidestd kolmen ryhmid) = (3) =10

P(mitalikolmikon jérjestys on oikein) = % =0,1

463. a) Selvitetdédn alkeistapaukset ruudukon avulla.

X X X

— DN W[ U N
P

(5 B ol E R Pl P
N R Rl P
VP4 [P >[4

27
P(silmilukujen tulo parillinen) = 36 =0,75

b) P(parillinen kaikilla heittokerroilla) = 0,75* = 0,3164...~ 0,32
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X
464. Valitaan ensin Annalle paikka piirista.
Se voi olla miké tahansa. X X
Jéljelle jdéneestd 7 paikasta Annan vieressd on kaksi paikkaa. .
X
2
P(Anna ja Ulla vierekkdin) =7 =0,2857...= 0,29
465. Jos menestys on samanlaista, joukkue voittaa kunkin seuraavista otteluista
4 4 5
todenndkoisyydelld s Tappion todenndkoisyys on télloin 1- Y = s
4 3
a) P(voittaa kaikki) = (6) =0,08779...~ 0,088
5 3
b) P(ei voita yhtddn) = (5) =0,1714...~ 0,17
C) P(voittaa ainakin yhden) = 1 — P(ei voita yhtdén) = 1-0,17 = 0,83
466. Jalkimmadisen vaihtoehdon kannatusosuudet ovat pojilla 100 % — 39 % = 64 % ja

tyt6illd 100 % — 54 % = 46 %.

Lasketaan, milld todennédkoisyydelld satunnaisesti valittu ddnestdja kannatti
jalkimmaistd vaihtoehtoa. Tilannetta voi havainnollistaa puumallilla.

ddnestdja

ensimmaisti jalkimméisti ensimmaisté

P(kannattaa jalkimmaistd) = P(poika ja kannattaa jalkimmaistd) + P(tytto ja kannattaa

jalkimmaistd) = %-0,61 +§-O, 46=0,51

Siis ddnestdjistd 51 % kannatti jalkimmadistd vaihtoehtoa.
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467. a)

b)

468.

b)

469.

Partiolaiset voivat asettua jonoon 10! = 3 628 800 eri tavalla. Pituusjérjestyksié on
kaksi, lyhimmadsti pisimpéén ja pisimmastd lyhimpéén.

. e 2
P(pituusjérjestyksessi) =—— =5,511...-107 ~ 5,510
® JAESY ) 3 628 800
Jonoja, joissa kaikki tytot ovat ensin,on4-3-2-1-6-5-4-3-2-1=41-6!=

17 280
P(nelja ensimmaista tyttojd) _ 17280 =0,004761...~0,0048
3 628 800

Palloja on yhteensd 6 + 10 = 16.

P(ainakin yksi keltainen) = 1 — P(ei yhtédén keltaista) =

FQ&ELE 5 =0,9737...~ 0,97

16 15 14 13 12 11

P(kaikki samanvarisid) = P(kaikki keltaisia) + P(kaikki mustia) =

654321 lo.i.i.l.i.i_o 02634...~ 0,026

16 15 14 13 12 11 16 15 14 13 12 11

Yksittdinen suomainen sairastaa MS-tautia todenndkoisyydelld 0,0013 ja ei sairasta
todennékoisyydelld 1 —0,0013 = 0,9987.

Merkitddn tarvittavien suomalaisten maarad x:114.
P(ainakin yksi sairastaa) = 1 — P(kukaan ei sairasta) = 1 — 0,9987*

1-0,9987=0,90

—0,9987"=-0,1  |:(-1)
0,9987*=0,1
1g0,1

=—22__=1770,067...~1770,1
120,9987

Joukossa tulee olla vahintdan 1 771 suomalaista.
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470.

471.

b)

472.

Kulman « suuruus saadaan suorakulmaisesta kolmiosta.

15 tie
cosq =—
28 15m
a=57,6076... °~57,61° 28m ™ o
Iso kolmio on tasakylkinen, joten tielle kaatumiseen puu

johtavan kulman suuruus on
20=2-57,61°=115,22°

Kaikkia mahdollisia kaatumissuuntia vastaava kulma on 360°.

P(kaatuu tielle) = ! 1356’ 227 _ 0,3200...~0,32

0°

40
Erilaisia lottoriveja on yhteensa ( 7 j =18 643 560 .

Vairid numeroita on 40 — 7 = 33. Pelista vaaristd numeroista koostuvien lottorivien

33
maara: . =3 365 856

P(ei yhtddn oikein) = 3365856 _ 0,18053...~ 0,181
18 643 560
P(kuusi oikein ja lisinumero oikein) = 7 0,0000003754...~3,75-107"
18 643 560
Vappuhatun vaipan s
s* =15 +20°

ratkaistaan laskentaohjelmalla.
s =21,3600...~ 21,36

Pinta-alojen yhdenmuotoisuuden perusteella

2
10 =0,21917...2 0,22
21,36
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Tilastot

473.

474. a)

b)

475.

476.

4717.

Vasemmalle olalle nostavia:

26

=20,3714..~0,37=37%
70

Oikealle olalle nostavia:

44

—=0,6285...~0,63=63 %
70

f(%)

70

60
50

40

30 T
20 +
10 —

vasen

oikea

2+8+34+5+2

X =

=10,2

Moodi on 2 (yleisin havaintoarvo).

Jarjestetddn havaintoarvot: 2, 2, 5, 8, 34. Mediaani on 5 (keskimmadinen

havaintoarvoista).

A-3-11
B-1-11I
C-2-1

0,51-199=101,49 =101

Tapa 1 : kaavoilla

Keskiarvo:

;=4+7tf+20:%75

Keskihajonta:

S_\/(4—9,75)2+(7—9,75)2+(8—9,75)2+(20—9,75)2

4
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Tapa 2: laskentaohjelmalla.
Syotetdédn luvut taulukkolaskentaohjelmaan.
Keskiarvoksi saadaan 9,75 ja keskihajonnaksi 6,10.
478. a) Aineistosta voidaan méérittdd mediaani ja moodi. Keskiarvoa ei voida médrittaa,
koska muuttujan arvot eivit ole lukuja.

b Moodi on ”huono”, koska niitd on eniten.
2

Mediaani on keskimmaéinen tulos. Arviota annettiin yhteensd 69. Keskimmainen on
jérjestetyn aineiston 35. tulos.

Arvio lukumaéira yhteensi
Erittdin huono 1 1

Huono 22 23

Ei huono eika 18 41

hyvi

Hyva 16 57
Erittdin hyva 12 69

35. tulos on tuloksen ei huono eikd hyvé kohdalla.

479. Syotetddn prosenttiosuudet taulukkolaskentaohjelmaan ja laaditaan silld ympyrakuvio.

muut 1 %

happi
21%

typpi
78 %
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480. a) Yksityismetsissd hakattiin yhteensa
23,408 + 23,938 + 13,810 = 61,156 (milj. m?)

Valtion tai metsidyhtididen metsissd hakattiin yhteensi
7,358 + 2,614 + 1,298 = 11,270 (milj. m?)

Minty (milj. m?) Kuusi (milj. m3) Lehtipuut (milj. m3)
Yksityismetsd | 22 = 03827 .. ¥ | 0 = (,3914 .. & |20 _(2258.. ¥
obnsh | S5 S e
i (] (] (]
Valtio i 7,358 ZELE _ 1358 _
a 19]& ' Lo 0,6528 ... & TL270 0,2319.. ® 270 0,1151 ... ~
metséteollisu
us 65 % 23 % 12 %
b) Viedédn prosenttiosuudet taulukkolaskentaohjelmaan. Laaditaan ohjelmalla
ryhmépylvéskaavio.
%
70
60
50
40
30
20

104

04
Yksityismetsat Valtioja

metsateollisuus
I Manty [0 Kuusi [0 Lehtipuut

481. Muodostetaan lauseke lukujen keskiarvolle.
- —14+9+43+11+5+a 54+a
6 6

Ratkaistaan luku a yhtilon avulla.

54+a:12,5 -6

54+a="175

a=21

482. Syotetddn aineisto taulukkolaskentaohjelmaan. Mairitetdan ohjelman avulla keskiarvo

ja keskihajonta. Lasketaan ohjelman avulla merkitsevén poikkeaman rajat.
a) Keskiarvo on 18 183 ja keskihajonta 4 087.

b) Koska kaikki katsojaméirét ovat rajojen 26 356 ja 10 010 valilla, mikdan arvo ei
poikkea merkitsevisti keskiarvosta.
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483.

a)

b)

484. a)

b)

485. a)

b)

Summa

Sydtetddn vikiluvut ja nelichinnat taulukkolaskentaohjelmaan. Piirretdén aineistosta
hajontakuvio ja sovitetaan sithen suora. Madritetdén ohjelmalla korrelaatiokerroin.

Neliohinta (€)
5000
4500 -
4000
3500
3000
2500 b2
2000 D
1500
1000

500

0
0 100 200 300 400 500 600 700
Vakiluku (tuhatta)

r=0,9455, joka tarkoittaa voimakasta positiivista korrelaatiota. Kaupungin viakiluvun
ja asuntojen hinnan vilinen riippuvuus on voimakas.

Kaaviossa B pystyakseli on pidempi kuin muissa kaavioissa. Kaavio C on kapeampi
kuin muut kaaviot.

Kaaviossa C kasvu ndyttdd suurimmalta.

1034 475

Islantilaisia on yhteensa taulukon tietojen mukaan 335 000 ja heistid kaupungissa
asuvia on 316 000.

316 000
335 000

=0,94328... 94,3 %

Pohjoismaalaisista asuu kaupungissa
4 650 000 + 8 504 000 +4 271 000+ 5017 000 + 316 000 = 22 758 000.

Suomessa kaupungissa asuu 4 650 000.

4 650 000

——=10,20432... = 20,4 %
22 758 000
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486. Tapa 1
Jarjestetddn arvosanat.
4,5,5,6,6,6,6,6,7,7,7,8,8,9,9, 10

Keskiarvo:
= 4+2-545-64+3-74+2-84+2-9+10 68125~ 68
16
Keskihajonta:
o \/ (4-681) +2(5-6,81) +5(6-6,81) +3(7-6,81) +2(8-6,81) +2(9-6,81)° +(10-6,81)" _
16
1,589...~ 1,6
Koska arvosanoja on parillinen méérd, mediaani on kahden keskimmaéisen arvosanan
keskiarvo: 6+7 =6,5.
Moodi on 6.

Tapa 2
Syotetddn arvosanat taulukkolaskentaohjelmaan.

Keskiarvoksi saadaan 6,8125 = 6,8
Mediaaniksi saadaan 6,5

Moodiksi saadaan 6

Keskihajonnaksi saadaan 1,589... = 1,6

487. Syotetddn tiedot taulukkolaskentaohjelmaan ja piirretddn sen avulla ympyrikaavio.

Bl suomenkielisia
ruotsinkielisia
0 muun kielisia

488. Tyttdjd on yhteensd 13 + 22 = 35.
Keskipituus:
v 1310845 22:165,7 o6 700 ~166,7 (cm)

35
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489.

Tapa 1

Keskiarvo:

T 4+3-5+4-6+3-7+5-8+2-9+10 —6.947...%6,9
19

Keskihajonta:

(4-6,95) +3(5-6,95)" +4(6-6,95) +3(7-6,95)" +5(8 -6,95)° +2(9-6,95)° +(10-6,95)° _

N

490.

491.

19
1,571...~ 1,6

Moodi on 8 ja mediaani 7.

Tapa 2
Syotetddn aineisto laskentaohjelmaan. Ohjelma maarittdd kaikki tunnusluvut moodia
lukuun ottamatta. Moodilla on suurin frekvenssi. M, = 8.

Keskiarvoksi saadaan 6,9474... =~ 6,9
Mediaaniksi saadaan Mg =7

Moodiksi saadaan M, = 8

Keskihajonnaksi saadaan 6 = 1,5710... = 1,6

Syotetddn taulukon tiedot taulukkolaskentaohjelmaan ja kokeillaan eri autojen
lukumaarilld ja frekvensseilla.

Taulukon tunnetuilla arvoilla keskiarvoksi tulee n. 2,96, joten autojen lukuméérén on
oltava suurempi kuin 7.
Kokeillaan autojen miirélla 8 ja frekvensseilld 1, 2, ...

Kun autojen lukumaiiri on 8 ja frekvenssi 2, keskiarvoksi tulee 3,3
2-ﬂ+5-1+?-2+ﬁ-3+5-5+3-?+2-ﬂ_
24+54+74+6+543+2 B

x = 3.

Autojen lukuméiri on 8 ja pdivien lukuméaari 2

Sydtetddn tiedot taulukkolaskentaohjelmaan. Mééritetddn ohjelman avulla
korrelaatiokerroin idn ja hinnan seké ajettujen kilometrien ja hinnan vilille.

I4n ja hinnan vilinen korrelaatiokerroin on
r=-0,91136391801683... ~-0,9114

ja

ajettujen kilometrien ja hinnan vélinen korrelaatiokerroin
r=-0,847809471425892... = —-0,8478.

Ika selittdd auton hintaa paremmin kuin ajetut kilometrit.
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492. Merkitéédn arvosanojen lukuméérid a, 2a ja 3a.
Kurssilla oli yhteenséd a + 2a + 3a = 6a.

Keskiarvo on

— a-10+2e-9+ 3a-8 1l0a+18a +24a f52a
x = =— = §,666..% 8,7
Ba 1.3 Ba .

493. a) Syotetddn vuosiluvut ja rekisterdintien méérét laskentaohjelman taulukkonidkymaén.

Lineaarisen mallin yhtédloksi saadaan y = 41,7x + 353,21.

3000

Rekisterdinteja (kpl)

Eksponentiaalisen mallin yhtédloksi saadaan y = 362,48 - 1,07*. Ohjelma voi niyttda
yhtilén myds muodossa y = 362,48 - %070,

3000

Rekisterointeja (kpl)

T
20 3B

Toisen asteen polynomisen mallin yhtild on y = -4,55 x> +123,56x + 93,99.

Rekisterdinteja (kpl)

T T T T T T
o 5 10 15 20 = 0 ks

Vuosi

Yhtél6issad x on vuosi (muodossa 01, 02 jne.) ja y on rekisterdintien méara.

b) Vuonna 2030 rekisterdintejd on lineaarisen mallin mukaan 1 604, eksponentiaalisen
mallin mukaan 2 930 ja toisen asteen polynomisen mallin mukaan —292. Arvot on
laskettu kayttdmalla yhtdldiden kertoimille mahdollisimman tarkkoja likiarvoja.
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¢)

494. a)

b)

Summa

Mallien selitysasteet R* ovat: lineaarinen 0,7295, eksponentiaalinen 0,559 ja toisen
asteen polynominen 0,8944. Pisteet sijoittuvat siis parhaiten toisen asteen
polynomifunktion kuvaajalle, minkd nikee my0s silmédmaérdisesti.

Vaikka toisen asteen polynomisella mallilla on paras selitysaste, malli ei toimi kovin
kauas tulevaisuuteen, vaan antaa mahdottoman negatiivisen ennusteen vuodelle 2030.
Eksponentiaalisen mallin mukainen rekisterdintien voimakas kasvu taas ei vaikuta
uskottavalta. Lineaarisen mallin antama ennuste vuodelle 2030 vaikuttaa parhaalta.
Hajontakuvion perusteella vuosittaiset rekisterdintimaarét ndyttavét tosin tasaantuneen
viimeisten vuosien aikana, joten lineaarisen mallin ennuste vuodelle 2030

saattaa olla liian suuri.

Lukumaara

04 .
Tyttoja Poikia

B 1.vuosikurssi [0 2. vuosikurssi
70 3. vuosikurssi 4. vuosikurssi

Lukuma&ara
80
70
60 |
50
40 +
304
20
104

0

B Tyttéja [ Poikia
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¢)

495. a)

b)

Lukumaara
140

120
100
80
60
40
20

B Tytteja [ Poikia
lapsen ika ja pituus
kengénnumero ja matematiikan arvosana

poissaolojen méaré ja kurssiarvosana
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Jakaumia ja tilastollista paattelya

496.

497. a)
b)
c)

498. a)

b)

¢)
d)

€)
499.

500.

a)
b)

501.

a)
b)
¢)

502.

A-2,B-3,C-1

noin 42 %
noin 100 % — 73 % =27 %
alle 160 cm

VAdrin
oikein
oikein
oikein
VAdrin

1-D, 2-C, 3-A,4-B
Syotetddn laskentaohjelmaan odotusarvo u = 6,2, keskihajonta o = 1,5 ja vilin rajat.

P(X<7)=0,7031... = 0,70
P(X>8)=01151...=0,12

Syotetddn laskentaohjelmaan odotusarvo u = 0, keskihajonta o = 1 ja vélin rajat.
PX<-1)=0,1587... = 0,16

P(X=>1,5)=0,0668... = 0,067

P(1<X<2)=0,1359...=0,14

Luokitellaan it tasavalisiin luokkiin.

ki(v) |f
19-23 7
2428 6
29-33 5
34-38 2

Piirretddn luokitellusta aineistosta histogrammi.
f

S =N WO O

19 24 29 34 39
Ika (v)
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503.

504.

a)
b)

505.

506. a)

b)

Kummankin tyton koesuoritus on oman ryhminsi keskiarvoa parempi. Suorituksista
suhteellisesti parempi on se, jota vastaava normitettu arvo on suurempi.

Maija: z = %‘868 =0,3888...~ 0,39

Kaisu: z = 8-7.1

=1,125

2

Kaisu menestyi kokeessa suhteellisesti paremmin.

Syotetddn laskentaohjelmaan odotusarvo u = 15,2, keskihajonta o = 2,5 ja vilin rajat.
P(X<12)=0,10027... = 0,100 =10,0 %

P(X>18)=0,13136... 0,131 =13,1 %

Jokaisesta voitosta pitdd vahentdd arvan hinta.

Voiton odotusarvo on

E(voitto) =

0,001 - 98 +0,02 - 18 +0,1 -3+0,879 - (-2) =—1 (€).

Voiton odotusarvo on —1 (€).

Tapa 1 laskentaohjelman tilastotoiminnolla

Valitaan laskentaohjelmasta binomijakauma ja sydtetddn sithen n =7, p = 0,5 ja vilin
raja.

P(3 klaavaa) = 0,27343... = 0,273

Tapa 2 binomitodenndkdisyyden kaavalla

7
(3} -0,5°-0,5"7°=0,27343... 0,273

Korkeintaan kolme klaavaa tarkoittaa, ettd klaavoja tulee 0, 1, 2 tai 3.
Tapa 1 laskentaohjelman tilastotoiminnolla

Valitaan laskentaohjelmasta binomijakauma ja syotetidn sithen n =7, p = 0,5 ja vélin

raja.
PX<3)=0,5
Tapa 2 binomitodennédkodisyyden kaavalla

P(X<3)=P(0) + P(1) + P(2) + P(3) =4

7 7 7 7
(OJ +0,5°-0,5"+ (J £0,5'-0,5°+ (J £0,5%- 0,5 + [3} -0,5%-0,5*=0,5

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali + Ratkaisut



Summa

Kertauskirja

507.

a)

b)

508.

509. a)

b)

95 % luottamusvilin kriittinen arvo on 1,96.

Virhemarginaali on

12
1,96 - ——=1,6631... = 1,66 (€).
V200

Luottamusvilin alarajaksi saadaan
65 €— 1,66 € =63,34 €.

Luottamusvilin yldrajaksi saadaan
65 € + 1,66 € = 66,66 €.

Luottamusvali on 63,34 €...66,66 €.

Virhemarginaali on
1,96 - 68 _ 0,2134... = 0,21 (cm).

V3 900

Luottamusvilin alarajaksi saadaan
1774cm - 0,21 cm=177,19 cm = 177,2 cm.

Luottamusvilin ylarajaksi saadaan
1774 cm+ 0,21 cm=177,61 cm = 177,6.

Luottamusvéli on 177,2 cm...177,6 cm

Kokelaista 22_608= 0,074626... =~ 7,46 %

voidaan hyviksya opiskelemaan.

Madritetddn pisteraja laskentaohjelman avulla. Valitaan laskentaohjelmasta
normaalijakauma ja sydtetdin sithen odotusarvo p = 120, keskihajonta ¢ = 23,5 ja
vilin rajat.

P(X > a)=0,0746
a=153,8955... = 154,

Rajaksi on asetettava 154 pistetta.

Syotetddn laskentaohjelmaan odotusarvo u = 16, keskihajonta o = 2,3 ja vilin rajat.
P(14<X<18)=0,6166...=0,62

P(kuusi mansikkaa vililld 14 g...18 g) = 0,6166° = 0,05495... = 0,054
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510. a)

b)

511.

Histogrammi vaalirahoituksesta laaditaan taulukkolaskentaohjelmalla.

Henkiloita

O =N WU 0O
|

0 50000 100000 150000 200000
Vaalitybhon kaytetyt rahat (€)

Keskiarvon laskemista varten taytyy mairittdd luokkakeskukset.

alaraja | yliraja keskiarvo | f
0 49 999 24 999,5 7
50 000 99 999 74 999,5 8
100 000 149 999 124 999,5 3
150 000 199 999 174 999,5 1

7-24999,5+8-74 999,5+3-124 999,5+1-174 999,5

X =

T+8+3+1
69 736,3... = 69 700 (€)

Lasketaan Eatonin tulosten normitettu arvo pituushypyssa.

M=2,16129... ~2.161
0,31

Zpituus =
Merkitéén x:114 suhteellisesti yhtd hyvaa tulosta kiekonheitossa.
w =2,161
4,01
x=2,161-4,01 +43,94
x=152,60561 = 52,61

Tulosta pitdd parantaa
52,61 —45,49=7,11561 = 7,12 (m).
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512.

513.

514.

515. a)

b)

Piirretddn taulukkolaskentaohjelmalla kertymékuvaaja.
%

100
90

80

70 h/
/

60

50 »

40

30

20
10 ¥
v v v

0
20 30 40 50 60 70 80
Ika (v)

Madritetddn mediaani seké ala- ja yldkvartiilit kuvaajasta.
Mediaani on 53 vuotta.

Alakvartiili on 44 vuotta.

Ylakvartiili on n 62 vuotta.

Sydtetddn laskentaohjelmaan odotusarvo u = 55,2, keskihajonta o = 18,4 ja vilin rajat.
P(X > a)=10,005
a=85,4653... =85
Laudaturin saa, jos pisteitd on 85 tai enemmén.
Valitaan laskentaohjelmasta binomijakauma ja syotetddn sithen n =20, p = 0,1667 ja

vilin raja.

P(X>5)=0,23138... = 0,231

0,938'2=0,46391... = 0,464
12 2 12-2
5 (1-0,938)~ - 0,938 =0,13376... 0,134

Keskiarvo on
x=12-0938=11,256~11,3.

Keskihajonta on
c= \/12-0,938-(1—0,938) =0,83538... = 0,835.
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516. Eteldistd vaihtoehtoa kannattaa

ﬁ = 0,28 = 28 % vastaajista.
200

Pohjoista vaihtoehtoa kannattaa

£ =0,16 = 16 % vastaajista.
200

95 prosentin kriittinen arvo on 1,96.

Eteldisen vaihtoehdon virhemarginaali on

196 - [2280=0.28) _ 06202 ~62%
V" 200

Eteldisen vaihtoehdon virhemarginaali on

1,96 - | 21602016 _ ) 15080, ~ 5.1 %
V200

Eteldistd vaihtoehtoa kannattaa 28 % ja sen virhemarginaali on 6,2 %.
Pohjoista vaihtoehtoa kannattaa 16 % ja sen virhemarginaali on 5,1 %.

517.a) 95 prosentin kriittinen arvo on 1,96.

Keskiarvon virhemarginaali on
1,96 - 1,35

J50

Luottamusvali on
3,75-0,37 ... 3,75+ 0,37=3,68 ... 4,42.

=0,3742... = 0,37.

b) Koska pitkdaikainen keskiarvo kuuluu tutkimuksen 95 prosentin luottamusviliin, ei
voida sanoa, ettd tyytyvaisyys olisi kasvanut.
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) 1 1
518.a) E(pistemaérd) = 7 2 + % 1= —Z= -0,25

b) Tapa 1

Taulukoidaan oikeisiin vastusten méériin liittyvét pistemaérat ja todenndkdisyydet.

Todenndkdisyydet noudattavat binomijakaumaa, jossan =6 jap = 3’ jane voidaan

madrittdd laskentaohjelmalla.

Oikeita Pisteita Todennikoisyys
vastauksia
0 6-(-1)=-6 64

——=0,08779149...
729

I 245-CD=3 | 64 56337448, .
243

5 2:244-D=01 80 _ 5951806
243

3 3:243-CD=31160_ 51947873,
729

4 4:242-(D=6| 20 _ 1er30452. .
243

5 5:2-1=9 4 0,01646090...
243

6 6-2=12 L 0.00137174...
729

E(pisteméérd) =
ﬁ.(_6)+ﬁ.(_3)+&.0+@.3+£.6+i.9+L.12:0
729 243 243 729 243 243 729

Laskentaohjelma ei vilttimétti anna pisteméirien todenndkoisyyksid tarkkoina
arvoina. Jos todenndkdisyyksille kdytetidn laskussa likiarvoja, saatu odotusarvo voi
poiketa hieman nollasta.
Tapa 2
Lasketaan yhden osan pistemééran odotusarvo.

. e , 1 2
E(pistemiira yhdessé osassa) = 3 2 +§ (=) =0

Tehtdvassa on kuusi osaa.

E(pistemiira koko tehtivassd) = 6 - E(pistemédrd yhdessi osassa) =6 -0=0
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519. a) esim.
ylioppilastutkinnon arvosanajakauma,
Helsingin koulujen ylioppilaiden miérat,
syksylla 2018, sisarusten lukumaara

b) pituus, paino, nopeus,
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9 FUNKTION KULUN TUTKIMINEN

Funktion merkki ja derivaatta

520. a)

b)

521. a)

b)

522. a)

b)

Funktion nollakohtia ovat ne x:n arvot, joiden kohdalla kuvaaja leikkaa x-akselin.
Nollakohdat ovat x 4, x = 1 jax = 3.

Funktion arvot ovat positiivisia niilld x:n arvoilla, joilla kuvaaja on x-akselin
yldpuolella.

Ehto toteutuu, kun 4 <x <1 tai x > 3.

Funktion arvot ovat negatiivisia niilld x:n arvoilla, joilla kuvaaja on x-akselin

alapuolella. Ehto toteutuu, kun x <—4 tai 1 <x <3.

4x-20=0 Sx)
4x=20 |:4 /
x=5 o
Laaditaan funktion merkkikaavio. ﬂ

Funktion arvot ovat positiivisia, kun x > 5. fix)

Merkkikaavion perusteella funktion arvot ovat negatiivisia, kun x <5.

f'x)=-9
gx)=4-2x+0=28«

h'(x)=2-3x>-5-2x+7-1=6x>-10x+7
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523. Madritetddn derivaatat tangenttien kulmakertoimien avulla. Piirretdén apukolmiot ja
madritetddn kulmakertoimet.

y A
foo\*

- 32 -1 NI 23 4 %

—ad
3]

f()=-Tjaf(3)~3

524. f2)=5-22-8-224+3-2-4=10
f(x)=5-3x>-8-2x+3-1=15x*—16x+3
f(2)=15-22-16-2+3=60-32+3=31

525. a) Koska funktio f{x) on 1. asteen polynomifunktio ja sen 1. asteen termin kerroin —3 on
negatiivinen, funktion kuvaaja on laskeva suora.

b) Koska funktio g(x) on 2. asteen polynomifunktio ja sen 2. asteen termin kerroin 2 on
positiivinen, funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

c) Koska funktio A(x) on 2. asteen polynomifunktio ja sen 2. asteen termin kerroin —1 on
negatiivinen, funktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.

2

526. a) f'(x) =%-7x71 —5-3363”2 +%-2x21 —1-x"7" =3x"—2x" +7x -1

b) g'()=2-12¢%1-3.9/1 =241 278
c) h(x) =x(x* +6)=x> + 6x
7o) =3¢+ 6
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527. a)

b)

c)

528. a)

b)

529. a)

b)

Summa

f(—1) saadaan suoraan kuvaajasta: f{—1) = 2.

Derivaatta on nolla, kun tangentti on vaakasuora.
x=-1,x=0jax=1

Kuvaajasta ndhdéén, ettd derivaatta on positiivinen, kun
x<-ltaix>1.

x*+7x+8=0 a=-1,b=7jac=38
o TP —4-(-1)-8  —7+81 749
2-(-1) ) i)
749 ~7-9
X =

2

Laaditaan merkkikaavio.

J)
+ 3
RN
-1 8
Jx) - + -

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x <—1 tai x > 8.

Funktion arvot ovat positiivisia, kun —1 <x <8.

Mairitetddn funktion nollakohdat.

x*-3x+2=0 a=1,b=-3jac=2
L V(=3P =412
- 2-1
x_3i\/f_3i1
S22
3 —
x=2 g i x=27
2 2

Derivoidaan funktio f{x) = x> — 3x + 2.
f(x)=2x-3

Maiiritetddn derivaattafunktion nollakohta.
2x-3=0
2x=3  |:2
x=1,5

y
6
- 10
4
3
i
S -43241 [N1f 23 4 5 x
2
-3
—4
==t
-6
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530.

531.

b)

532. a)

b)

Summa

Derivoidaan funktio g(x) = —2x* + 15x.
gx)=-2-2x+15-1=-4x+15

Derivoidaan funktio ja lasketaan g’(x) = -9.

—4x+15=-9
—4x=-24 |:(4)
x=6
Derivoidaan funktio.

F6)=0,1-32+3,7-2t—1=03+7,4t— 1

Juorun levidmisnopeus 10 tunnin kuluttua on
£(10)=0,3-10*+7,4-10—1=103.

Juorun levidmisnopeus 20 tunnin kuluttua on
£(20)=0,3 -20*+ 7,4 -20 -1 =267.

Piirretddn paraabeli laskentaohjelmalla ja mééritetdén huippu kuvaajasta

ohjelman avulla. Toiminto voi olla esimerkiksi Aériarvot tai Maksimipiste.
¥y A
2
al

-2 -1 B 6 x

y=—4x*+12x-9

-6
Huipun koordinaatit ovat (1,5; 0).

Paraabelin huipun x-koordinaatti on funktion f{x) = —4x? + 12x — 9 derivaatan nollakohta.

Derivoidaan funktio.
ffx)=—4-2x+12-1-0=-8x+ 12

Etsitddn derivaatan nollakohta.

8x+12=0
—8x=-12  |:(-8)
x=1,5

Huipun x-koordinaatti on 1,5. Lasketaan y-koordinaatti.
y=f15=-4-15%+12-1,5-9=0

Huipun koordinaatit ovat (1,5; 0).
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533.a) ft)=-3,2+ 24 + 480t + 14 000

Vikiluku viiden vuoden kuluttua on
f5)=-32-5>+24-52+480 -5+ 14 000 = 16 600.

b) Derivoidaan funktio.
() =-3,2-32+24-2t+480-1+0=-9,61>+ 48t + 480

Vikiluvun kasvunopeus viiden vuoden kuluttua on
(5)=-9,6 - 52+ 48 - 5+ 480 = 480.

c) Muodostetaan yhtild —3,2¢ + 24 + 480¢ + 14 000 = 20 000 ja ratkaistaan se
laskentaohjelman avulla. Yhtélolld ei ohjelman mukaan ole ratkaisua. Varmistetaan

asia vield kuvaajan avulla.
VA
20000 ¢
15000 ¢
10000 T

5000 T

-
'

5 10 15 20 \25 ¢

Vikiluku ei ylita tarkastelujaksolla 20 000 asukkaan rajaa.
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534.

b)

535. a)

b)

Summa

69

-7 -6 W—Z -1 1 2 3\ 4\ 5 x
-1

Derivaatan nollakohdissa kuvaajalle pirretty tangentti on vaakasuora.
Derivaatan nollakohdat ovat x =—4 jax = 1.

f(2) on funktion arvo kohdassa x = 2, joten f(2) = 3.

f'(2) on funktion derivaatta kohdassa x = 2 eli tdhdn kohtaan kuvaajalle
piirretyn tangentin kulmakerroin. Ndin ' (2) = —1,5.

Derivoidaan funktio f{x).
f)==4x+2x+5-1=-4x+2x+5

Tangentin kulmakerroin saadaan sijoittamalla x = -2 derivaattafunktioon.
f(2)=-4-(2P+2-(2)+5=-32-4+5=-31

gx)=x(x—-1)=x*—x

Derivoidaan funktio g(x).
gx)=2x-1-1=2x-1

Ratkaistaan milld x:n arvolla derivaattafunktion arvo on 5.
2x—1=5
2x=6 |:2
x=3
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536. Funktion nollakohdat:
2’ +x+6=0a=-2,b=1jac=6

117 —4(=2)-6 —1++/49 —1+7
x: = =

2-(=2) -4 —4
Rl S SR bl P
—4 —4
Merkkikaavio:

S

Sx) - + -
a) Funktion arvot ovat positiivisia, kun —1,5 <x < 2.
b) Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x <—1,5 tai x > 2.

537. Maria laski funktion arvon kohdassa x = 0. Veeti laski funktion f'(x)
derivaatan nollakohdat.

Oikea ratkaisu:
x> —-8x+7=0 a=1,b=-8jac=7

98 41T 8536 8+6

2-1 2 2

x=w:7 tai x=ﬂ=1
2 2

Nollakohdat ovat x =7 jax = 1.
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538.

539. a)

b)

Summa

Derivoidaan funktio f'(x) =-3x>+ 7x + 1.
fx)y=—6x+7

Paraabelin huippu on derivaattafunktion nollakohdassa. Ratkaistaan yhtilo.
fx)=0
—-6x+7=0 | -7
—6x=-7 | :(-6)
Y
6 6

Ratkaistaan huipun y-koordinaatti:

72
y=—3~(—]+7~—+1=—3~—+ Zr1=5—
6 3

Samun heiton pituuden maérittdmistd varten ratkaistaan, missd kohdissa paraabeli
y =-0,03x% + x + 1,5 leikkaa x-akselin.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se laskentaohjelmalla.
—0,03x>+x+1,5=0

x=34,7713... ~ 34,8

tai

x=-1,4379...~-1,4

Koska x on pallon vaakasuora etdisyys Samusta, se ei voi olla negatiivinen.

Heiton pituus on 34,8 m.

Pallo on korkeimmillaan paraabelin huipun kohdalla, joka on funktion
fix) =-0,03x> + x + 1,5 derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan funktio.
f(x)=-0,06x + 1

Ratkaistaan derivaatan nollakohta laskentaohjelmalla.

—0,06x+1=0
X = ?: 16,666...

Pallon suurin korkeus heiton aikana on f [S?Oj =9,833... 9,8 (m).
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540. Lasketaan £(3) ja f'(1).
f3)=3*+a-3+b=20
27+3a+b=20

3a+b=-7

Derivoidaan funktio f{x) = x>+ ax + b.

f(x)=3x*+a

Lasketaan f’(1).
(=3 -1*+a=-2
3+a=-2
a=-5

Ratkaistaan b sijoittamalla @ = —5 yhtél66n 3a + b = —7.

3-(5)+b=—7
—15+b=-7
b=38

280

541. a) Tornin huippu on pisteessa (1 ,152) = (640, 152). Sijoitetaan pisteen

koordinaatit yhtildén y = ax?.

152=640% || : 6402
a~0,000371
b) Derivoidaan funktio '(x) = ax*.
f(x)=2ax

Kaapelin kulmakerroin saadaan derivaatasta
/’(640) =2 - 0,000 371 - 640 = 0,475

Kulma x-akselin kanssa voidaan ratkaista yhtdlon avulla:
tan o= 0,475
a~254°

Kysytty kulma on kulman o komplementti 90° — 25,4° = 64,6°.
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542. Kaytetystd ohjelmasta riippuen funktion f(x)= Jx derivaatta saadaan joko

1
muodossa f'(x) =2 i f(x)= L

Jx 2Jx

1
Derivoidaan funktio f(x)= Jx = x? derivoimiskaavalla Dx" = nx"~ .

Kéytetddn potenssin laskusddnndisti negatiivisen eksponentin mééritelmai
1

1 . , S
a”= — jayhteyttd Jx = x? toiseen suuntaan.
a

Tadmai on joidenkin ohjelmien antama muoto derivaatalle, jolloin osoitus on valmis. Jos
1

ohjelma antoi derivaatan muodossa f'(x) =% , muokataan vield tdtd muotoa
x

murtolukujen laskusddnndilld, jolloin saadaan derivointisddnndn antama muoto.
1

2
NS

‘ -

Ji-

-
5

N |~

1,
>
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Funktion kulku ja aariarvot

543. Kun derivaatan arvo on positiivinen, funktio on kasvava.
Kasvava valilld -2 <x < 3.

Kun derivaatan arvo on negatiivinen, funktio on véheneva.
Vihenevi vileilld x < -2 jax > 3.

544.a) Pienin arvo on noin 1 ja suurin arvo noin 4.

ml
b)
-
c)
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545.  Derivoidaan funktio f'(x) = —x*> + 8x — 1.
f'(x)=-2x+8

Maidritetddn derivaatan nollakohdat laskentaohjelmalla.
2x+8=0
x=4

Laaditaan funktion f'(x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f"'(x) kuvaaja on
laskeva suora.

fi0)
\ )
e X
4
Jx) + -

Kulkukaavion perusteella funktio on kasvava vililld x < 4 ja vidheneva vililla x > 4.

546. fx)=x*—4x+1

Derivoidaan funktio f{x).
f(x)=2x-4

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
2x—-4=0 | +4
2x=4 |:2
x=2

Derivaatan nollakohta on tarkasteltavalla valilla.

Ratkaisua voi jatkaa kahdella tavalla.

Tapa 1
Funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vélilla [0, 3] joko vélin
padtepisteessd tai vélilld olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan ndma arvot.

A0)=1
f2)=-3
fB)=-2

Suurin arvo on 1, pienin arvo —3.

Tapa 2
Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion kulkukaavio.
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547.

Summa

Derivaattafunktion f”’(x) kuvaaja on nouseva suora.

) T
0 2 3
“(x
fo) [T~
Kulkukaaviosta ndhdéan, ettd pienin arvo on derivaatan nollakohdassa x = 2.
A2)=-3
Funktion suurin arvo on joko kohdassa x =0 tai x = 3.
A0)=1
f3)=-=2 Pienempi arvo.

Funktion suurin arvo on 1 ja pienin arvo —3.

Derivoidaan funktio.
f(x)=3x"+3-2x+0=3x"+6x

Madritetddn derivaattafunktion nollakohdat laskentaohjelmalla.
3¢+ 6x=0
x=0taix=-2

Laaditaan funktion f{x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f'(x) kuvaaja on ylospéin
aukeava paraabeli.

fix)
oo

+

r—-"—H

Funktion on kasvava vileilld x <-2 ja x > 0.
Funktio on viheneva vililld -2 < x < 0.
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548. fix)=x*—12x> + 36x

Derivoidaan funktio f{x).
f(x)=3x%—24x + 36

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat laskentaohjelmalla.
3x? —24x +36=0
x=2taix=6

Derivaatan nollakohdista molemmat ovat tarkasteltavalla valilla.
Ratkaisua voi jatkaa kahdella tavalla.

Tapa 1
Funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vlilla [1, 9] joko vélin
padtepisteessd tai vélilld olevissa derivaatan nollakohdissa. Lasketaan ndma arvot.

fi1)y=25
f2)=32
f6)=0

f9) =81

Funktion suurin arvo on 81, pienin arvo 0.

Tapa 2
Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion kulkukaavio.

Funktion pienin arvo on joko kohdassa x = 1 tai x = 6.
f1)=25
f16)=0

Funktion suurin arvo on joko kohdassa x =2 tai x = 9.
A2)=32
A9) =281

Funktion suurin arvo on 81 ja pienin arvo 0.
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549.

550. a)

b)

Pallon lentorata on paraabeli y = —0,157 + 2,4t + 1,8. Kyseessi on alaspiin aukeava
paraabeli. Derivaatan nollakohdassa pallo on korkeimmillaan.

Derivoidaan funktio f{f) = —0,15¢> + 2,4t + 1,8 ja lasketaan derivaatan nollakohta.
f(H=-0,15-2t+24-1+0=-0,3¢r+24

—0,3t+2,4=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
t=38

Pallo kay
f(8)=-0,15-8>+2,4 - 8+ 1,8 = 11,4 (m) korkeudessa.

Jotta pallon laskeva lentorata voidaan selvittdd, pitdd laskea kohta, jossa pallo
putoaa maahan. Se on toinen funktion nollakohdista.

Ratkaistaan funktion nollakohdat laskentaohjelmalla.
—0,152+2,4t+1,8=0

t=16,717... = 16,7
tai
t=-0,7177... ~ 0,72 Negatiivinen ratkaisu ei kdy.

Laaditaan kulkukaavio. Derivaatan kuvaaja on laskeva suora.

0
+
. - >
oot X
[ \
0

JX0) N _
) e

Lentorata on laskeva aikavéililld 8-16,7 s.

Kuvaajasta ndhdéén, ettd funktiolla on suurin arvo kohdassa x = 0 ja se on 2.

Pienintd arvoa funktiolla ei ole, koska funktion arvot pienenevit siirryttiessa poispéin
kohdasta x = 0.

Kuvaajasta ndhdiin, ettd funktiolla on pienin arvo kohdassa x =—1 ja se on —2.

Funktiolla ei ole suurinta arvoa, koska funktion arvot suurenevat siirryttiessa poispain
kohdasta x =—1.

Kuvaajasta ndhdién, ettd funktiolla on suurin arvo kohdissax = 1,2 jax~-1,2. Se

on noin 5,2. Pieninti arvoa funktiolla ei ole.
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551. Funktion derivaatta on f’(x) =-3 - 2x + 6 - 1 =—6x + 6.
Derivaattafunktion kuvaaja on laskeva suora. Derivaatta on positiivinen, kun suora

on x-akselin yldpuolella ja negatiivinen, kun suora on x-akselin alapuolella.
Lasketaan derivaatan nollakohta.

—6x+6=0
—6x =-6 | 1 (—6) fix)
x=1

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja
funktion kulkukaavio.

Suurin arvo on kohdassa x = 1. Suurin arvoon f{1) =3.  f&) + | -

o " |

Pieninti arvoa ei kulkukaavion perusteella ole.

552. Myyntitulo saadaan kaavasta x(140 — 35x) = —35x? + 140x.
Mahdolliset x:n arvot saadaan siité, ettd hinta tai myyntimdéra ei voi olla negatiivinen.

Pienin mahdollinen x:n arvo:

x=0

Suurin mahdollinen x:n arvo:

140 -35x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
x=4

Tarkasteluvili on 0 < x < 4.
Derivoidaan funktio f{x) = —35x> + 140x.
f(x)=-70x + 140

Sx)=0
—70x+140=0 | — 140
—70x=-140 |:(-70)

x=2

Funktion suurin arvo saadaan joko vélin pditepisteessa tai vililld olevassa derivaatan
nollakohdassa. Lasketaan ndmé arvot.

1©=0
f(2)=140
f@=0

Suurin arvo saadaan, kun x = 2.

Pullon hinnaksi kannattaa asettaa 2 € myyntitulon maksimoimiseksi.
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553.

Summa

Piirretddn mallikuva. X

y

Merkitddn kasvimaan pensasaidan kanssa yhdensuuntaista sivua y:114 ja toista sivua x:l14.
Kivireunusta on 5,6 m.

Kivireunuksen pituudesta saadaan yhtilo 2x + y = 5,6.
Ratkaistaan yhtdlosta y.
2x+y=35,6
y=56-2x

Selvitetd&dn mahdolliset x:n arvot.
Pienin mahdollinen x:n arvo on x = 0.
Suurin mahdollinen arvo saadaan, kun y = 0.
56 -2x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla

x=2,8
Kasvimaan pinta-alan lauseke on A(x) = x - y = x(5,6 — 2x) = 5,6x — 2x°.
Selvitetddn, milld x:n arvolla funktio saa suurimman arvonsa vélilld 0 <x <2.8.
Derivoidaan funktio 4(x).
A’(x)=5,6—4x
Mairitetddn derivaatan nollakohta.
5,6 —4x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.

x=14

Funktion suurin arvo saadaan joko vilin paitepisteessa tai vililld olevassa derivaatan
nollakohdassa. Lasketaan ndmé arvot.

A(0)=0
A(1,4)=3,92
A(2,8)=0

Funktion arvo on suurin, kun x = 1,4. Télloiny=5,6 —2 - 1,4 =2.8.

Pensasaidan suuntainen sivu 2,8 m, kohtisuorat sivut 1,4 m.
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554. Funktion f{x) = x> — 6x? + 12x — 3 derivaatta on /’(x) = 3x*> — 12x + 12.

Funktio on kasvava vileilld, joissa sen derivaatta on positiivinen. Derivaatta on
positiivinen niilld vileilld, joissa paraabeli y = 3x*> — 12x + 12 on x-akselin yldpuolella.
x-akselin ja paraabelin leikkauskohdat saadaan ratkaisemalla yhtild 3x*> — 12x + 12 = 0.

Ratkaisukaavalla ratkaistaessa a =3, b=—-12jac = 12.
e —(-12) i\/(—12)2 -4-312 1240
- 2-3 6

x=—=2
6

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion kulkukaavio.
Derivaattafunktion f”(x) kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

N

2

S + +
Jx) / /

Funktion derivaatta on positiivinen kaikkialla paitsi derivaatan nollakohdassa.
Kulkukaavion perusteella funktio on siis kaikkialla kasvava.

. 1 1 )
555. Funktion f(x)= —§x3 — Exz + 2x derivaatta on

fl(x)=—x*—x-2

Lasketaan derivaatan nollakohdat.
x*—-x+2=0. Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=1taix=-2

Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion kulkukaavio.
Derivaattafunktion f”’(x) kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli.

L)

I . 3

+ =

fx) “Recn / =

r®

Funktio f{x) on vidhenevi vileilld x <-2 jax > 1 ja kasvava vililld -2 <x < 1.
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fx)=x(x*+2x —4) =x>+2x* — 4x

Derivoidaan funktio f{x).
L) =3x>+4x—4

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat laskentaohjelmalla.
332 +4x—-4=0

2
x=— taix=-2

Derivaatan nollakohdista vain x = —2 on tarkasteltavalla vililla.
Ratkaisua voi jatkaa kahdella tavalla.

Tapa 1
Funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vililld [-3, 0] joko vilin
pédtepisteessd tai vililld olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan ndma arvot.

f-3)=3
£0)=0
A-2)=8

Suurin arvo on 8, pienin arvo 3.

Tapa 2
Laaditaan derivaatan merkkikaavio ja funktion kulkukaavio.

Derivaattafunktion /”’(x) kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

-3 -2 € 23

S + -
S) | Ty

Kulkukaaviosta ndhddan, ettd suurin arvo vélilld [-3, 0] on kohdassa x = 2.
Suurin arvo on f{-2) = 8.

Kulkukaaviosta ndhdédn, ettd pienin arvo vililld [-3, 0] on kohdassa x = -3 tai
kohdassa x = 0. Lasketaan ndma arvot.

f(=3)=3

A0)=0

Suurin arvo on 8, pienin arvo 0.
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557. Derivoidaan funktio f{x).
ff)=-2-2x—-4-1+0=-4x—-4

Maidritetadn derivaattafunktion nollakohdat.
—4x-4=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=-1

Laaditaan funktion f{x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f’(x) kuvaaja on laskeva
suora.

fix)

) R 2
fo | —7 | ™

Kulkukaaviosta nihdédn, ettd funktiolla ei ole pienintd arvoa, mutta suurin arvo on
kohdassa x = —1. Suurin arvo on f—1) = 5.

558. Merkitdén pohjan nelion sivun pituutta x:114 ja lelukorin korkeutta y:114.

Kehikon yhteispituudelle saadaan yhtilo
10x + 4y = 810.

Ratkaistaan yhtalosta y. d
10x + 4y =810
4y=810—10x |:4 x
y=202,5-2,5x x

Pohjanelion sivun pituus ja lelukorin korkeus eivit saa olla negatiivisia.
Rajat:
x=0
y=0
202,5-2,5x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x =281
Tarkastelu rajoittuu vilille 0 < x < 81.

Lelukorin tilavuus on V(x) =x - x - y=x%(202,5 — 2,5x) = 202,5x°— 2,5x°.

Derivoidaan funktio V(x).
V'(x) = 405x — 7,5x%.

Maiiritetddn derivaatan nollakohdat.
405x —7,5x* =0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=0taix =54
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559.

Funktio saa suurimman arvonsa joko vélin paétepisteessa tai vililld olevassa
derivaatan nollakohdassa. Lasketaan nimé arvot.

(0)=0

V@81)=0

V(54) =196 830

Funktion arvo on suurin, kun x = 54. Télléin y = 202,5 - 2,5 - 54 = 67,5.
Pohjanelion sivu 54 cm, korin korkeus 67,5 cm.

Merkitdédn muuttujalla x hinnan korotusta euroina. Lipputulojen suuruus saadaan télldin
funktiosta L(x):
L(x) = (3000 — 100x)(15 + x) = —100x> + 1 500x + 45 000

Selvitetddn mahdolliset x:n arvot. Lipun hinta tai katsojamééra ei voi olla negatiivinen.

Pienin mahdollinen x:n arvo:
15+x=0
x=-15

Suurin mahdollinen x:n arvo:
3000-100x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=30

Tarkasteluvali on —15 < x < 30.
Derivoidaan funktio L(x):
L’ (x)=-200x + 1 500

Maaritetdan derivaatan nollakohdat.
—200x+1500=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=175

Funktio saa suurimman arvonsa joko vélin péitepisteessd tai vililld olevassa
derivaatan nollakohdassa. Lasketaan ndmai arvot.

L(-15)=0
L(7,5) = 50 625,00
L(30)=0

Suurimmat mahdolliset lipputulot ovat 50 625,00 €. Tamaé lipputulo saavutetaan, kun lipun
hintaon 15€ +7,5€=22,50 €.
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560.  Laskentaohjelmien ja laskimien tarkkuus ei yleensa riitd ilmoittamaan arvojen £{(3,0) ja
(3,000 000 000 01) vilisté eroa.

Suuruusvertailussa apuna kéytetddn funktion kasvamista ja vihenemista.

Jos funktio on kasvava vilill4, johon arvot x = 3,0 ja x = 3,000 000 000 01 kuuluvat,
funktion arvot suurenevat ja £{3,000 000 000 01) > £3,0).

Jos funktio on viheneva kyseiselld vililld, funktion arvot pienenevit ja
(3,000 000 000 01) <f£(3,0).

Derivoidaan funktio f{x) = —100x?+ 580x — 2 050.
F(x) =—200x + 580

Derivaattafunktion kuvaaja on laskeva suora.
Ratkaistaan derivaatan nollakohta laskentaohjelmalla.
—200x + 580 =0

x=29

Laaditaan funktion kulkukaavio.

1)

G + =
fx) i R

Kulkukaavion mukaan funktio f{x) on viihenevi, kun x >2,9.

Tutkittavat muuttujan x arvot kuuluvat vilille, jossa funktio f{x) on viheneva. Siis
(3,000 000 000 01) <£(3,0) ja arvo f{3,0) on suurempi.
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561.

562.

Summa

Derivoidaan funktio f{x).

f(x) =3x*— 6x

Maédritetddn derivaattafunktion nollakohdat.

3x2—6x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=2taix=0

Laaditaan funktion f{x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f’(x) kuvaaja on ylospdin

aukeava paraabeli.

fiix) + — +

max min

Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimiarvo
kohdassa x = 0, ja se on f{0) = 3.

Funktiolla on minimiarvo kohdassa x = 2, ja se on f{2) = —1.

Sektorin piirin pituus on b + 2r. Ratkaistaan tistd b =1 — 2r.

. e .. br
Sektorin pinta-ala on tehtivéssad annetun kaavan mukaisesti 4 = >

Merkitdin pinta-alaa sdteen muuttujana.

A(r) = br = 1 r—r?
2 2

Rajat:
r=0
b=0
1-2r=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.

N

2

Tarkastelu sijoittuu vélille 0 < x <

1
2
Derivoidaan funktio 4(x):
1
A(r)y=-"2r+ —
(r) 5
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563.

Mairitetadan derivaatan nollakohdat:

=2r+ % =0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla

N

Funktio saa suurimman arvonsa joko vilin paétepisteessa tai vélilla olevassa
derivaatan nollakohdassa. Lasketaan ndma arvot.
A0)=0

A(lj _ L
1) 16

Sateen pituus on 0,25 m.

Merkitddn ympyrélierion korkeutta muuttujalla / ja pohjan sddetté kirjaimella r.
Tiedetddn, ettd h + 2r = 24. Ratkaistaan téstd 4 = 24 — 2r. Suoran ympyrélierion
tilavuus saadaan kaavasta V' = A4, - h = m? - h. Merkitiin tilavuutta séteen funktiona:

V(iry=rnr*- (24 -2r) =241 =271

Rajat:

r=0

h=0

24 -2r=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
r=12

Tarkastelu sijoittuu vilille 0 < < 12.
Derivoidaan funktio V(x).
V(r)y=487r— 671’

Maidéritetdadn derivaatan nollakohdat:
48rr—6x1r*=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
r=0tair=28

Funktio saa suurimman arvonsa joko vilin péétepisteessa tai vélilld olevassa
derivaatan nollakohdassa. Lasketaan nimé arvot.

7(0)=0
V(&) =512x
7(12)=0

Korkeus on 8 cm, pohjan halkaisija 2 - 8 cm = 16 cm.
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564. a)

b)

565. a)

b)

Suorakulmion pinta-alan lauseke on A(x) = x(—x* + 6x).

Ne x:n arvot, joilla paraabeli on x-akselin alapuolella, eivit ole mahdollisia.
Tarkasteluvélin rajat saadaan yhtilon avulla.

—x?+6x=0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=0taix=6

Tarkasteluvili on 0 < x < 6.

Derivoidaan funktio 4(x) = x(—x? + 6x) = —x> + 6x°.
A(x) =-3x>+ 12x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
—3x*+ 12x =0 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.
x=0taix=4

Funktio saa suurimman arvonsa joko vélin paitepisteessd tai vililld olevassa
derivaatan nollakohdassa. Lasketaan nima arvot.

A(0)=0
A(4) =32
A(6)=0

Suorakulmion pinta-alan suurin mahdollinen arvo on 32.

Derivoidaan funktio f{x).

f7(x)=3x% + 4x

Derivaattafunktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten kyseessi ei ole
kasvava funktio.

Derivoidaan funktio g(x).
2 (x) = 4x° + 2ax

Piirretddin laskentaohjelmalla kuva funktiosta g’(x) eri a:n arvoilla.

Nihdéén, ettd jos a > 0, niin g’(x) on kasvava. Siis funktio on tidlloin konveksi. Jos
a <0, niin g’(x) on vdhenevi, eikd funktio ole konveksi.
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566. Derivoidaan funktio f{x).
f(x)=-3x*+6x+5

On siis tutkittava, milloin derivaattafunktio /’(x) saa suurimman arvonsa. Koska
funktion f”(x) kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, saa se suurimman arvonsa
paraabelin huippukohdassa eli derivaattafunktionsa nollakohdassa. Tutkitaan suurinta
arvoa derivoimalla funktio uudestaan.

f(x)=—6x+6
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta.
—6x+6=0 |—6
—6x=-6 |:(-06)
x=1

Suurin tangentin kulmakerroin saadaan kohdassa x = 1. Tangentin kulmakerroin on:
f(1)=-3-12+6-1+5=8

Tangentti on piirretty kuvaajan pisteeseen
(1,-13+3-12+5-1-2)=(1, 5).
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Koontitehtavia luvuista 1-9

1. a)

b)

b)

b)

FED= (1P 42 (1P + () -T=-1+2-1-7=-7

2x*—x—10=0 a=2,b=-1,c=-1
o (D)= =4-2-(-10) _1++8B1 19
2.2 4 4
w21t s v 222 )
4 4

(5a) —(a*+1)=25a*-a*—1=24a*-1

Hinta korotuksen jédlkeen: 1,25 - 50 €
Hinta korotuksen ja alennuksen jélkeen: 0,8 - 1,25 - 50 € =50 €
Oikea vastus on B.

Aritmeettisessa lukujonossa perdkkiisten jasenten erotus on vakio.
d=24-20=4

Viides jasen a; =20+ (5-1)-4=20+ 16 =36
Oikea vastaus on A.

Koska 2* =16, on log,16 =4. Oikea vastaus on A.

Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0, 3), joten yhtdlon vakiotermi on 3.
Suoran kulmakerroin on —2. Suoran yhtil6 on y = —2x + 3.

Oikea vastaus on C.

10
10 henkilon ryhmaéstd voidaan valita kolmihenkinen toimikunta ( 3 j =120
eri tavalla. Oikea vastaus on A.

Pinta-alan yksikoissd suhdeluku on 100.
3500 cm? = 35 dm? = 0,35 m?

Oikea vastaus on A.

P(kaikki toimivat) = P(1. toimii) - P(2. toimii) - P(3. toimii) =
0,94 - 0,94 - 0,94 = 0,94° = 0,830584 ~ 0,83

Vastatapahtuma: “miki4n automaatti ei toimi”. Kunkin automaatin kohdalla
P(ei toimi) =1 - 0,94 = 0,06.
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b)

P(mikddn automaatti ei toimi) = P(1. ei toimi) - P(2. ei toimi) - P(3. ei toimi) =
0,06 - 0,06 - 0,06 = 0,06° = 0,000216

P(ainakin yksi toimii) = 1 — 0,000216 = 0,999784 ~ 0,9998
Merkitédén (x1 , yl) =(22,5)ja (x2 Y, )= (72, 10). Koska riippuvuus on
lineaarinen, sitd kuvaa pisteiden kautta kulkeva suora. Muodostetaan suoran

yht&lo.

Suoran kulmakerroin:

k:yZ_yl — 10-5 _i=0,1

X, —x, 72-22 50

Valitaan tunnetuksi suoran pisteeksi (x0 Vo )= (22, 5). Sijoitetaan pisteen

koordinaatit ja kulmakerroin suoran yhtilén kaavaan y — y, = k(x—x, ).

y—=5=0,1(x—-22)
y=5=0,1x-2,2

y=0,Ix+2.8
Suoran yhtdl6 on y = 0,1x + 2,8.
Sijoitetaan yhtdloon x = 57.
y=0,1-57+28=57+28=8,5

Arvosana on 8Y%.

Perunoiden méara: x (kg)
Jauhelihan miéra: y (kg)

Muodostetaan annetuista tiedoista yhtéldpari ja ratkaistaan se
laskentaohjelmalla.

x+y=120
0,75x +8y =467

x=68jay=>52

Perunoita ostettiin 68 kg ja jauhelihaa 52 kg.

Summa Kertauskirja « Opettajan materiaali < Ratkaisut



Summa

Kertauskirja

6. Lasketaan ensin kartion pohjaympyrén siade 1.

tan57° = 12 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
r

r=17,79289... = 7,793
12 cm

Lasketaan kartion tilavuus. \ 57° -
r

V_A,,-h_yz-7,7932
3

=763,16...~ 760 (cm?)

760 cm® = 7,6 dl
Kartion tilavuus on 7,6 dl.
7. Rivi 1: laskettu kannan puolikas

Rivi 2: kéytetty Pythagoraan lausetta saatuun suorakulmaiseen kolmioon
korkeuden x laskemiseksi

Rivi 3: laskettu potenssien arvot

Rivi 4: siirretty luku 16 yhtdlon oikealle puolelle
Rivi 5: ratkaistu x ja hylétty negatiivinen ratkaisu
Rivi 6: laskettu x:1le likiarvo

kanta - korkeus

Rivi 7: laskettu kolmion pinta-ala kaavalla 5 , pyOristetty vastaus
ja lisétty yksikko
8. Neljassa pullossa siiderid on alkoholia 4 - 12 = 48 (g).

Kolmen tunnin aikana alkoholia palaa 3 - 5,8 = 17.4 (g).

Alkoholin miéré Viivin elimistdssd viimeisen siiderin nauttimisen jdlkeen:
48 -17,4=30,6 (g)

Siisa=30,6 gjam =58 kg=58000¢g

Veren alkoholipitoisuus:

a 30,6

= =0,0007993... = 0,0008 = 0,8 %o
0,66m  0,66-58000
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9. Normaalijakaumassa odotusarvo = 750 g ja keskihajonta c=38,1 g
a) Laskentaohjelman avulla saadaan P(alle 740 g) = 0,1085 = 0,11.
b) Alle 740 g painavien pakettien madird noudattaa binomijakaumaa, jossa

n=>5jap=0,1085. Todenndkoisyys voidaan laskea joko

binomitodennikdisyyden kaavan P(A tapahtuu k kertaa) = (ZJ ph g tai
laskentaohjelman avulla. Kaavaa kdyttdmailld saadaan

P(tasan kaksi painaa alle 740 g) =
5
(J -0,1085% - (1-0,1085) =0,08341...~ 0,083

c) Laskentaohjelman avulla saadaan P(yli 766,6354 g) = 0,02, joten painavimmat
2 % paketeista painavat vihintdén 767 g.

10. Sovitetaan taulukon tietoihin seké lineaarinen ettd eksponentiaalinen malli
ohjelman avulla niin, ettd x on vuosi ja y vakiluku.

Lineaarinen malli:

16000000

14000000 sé ==Zg’5;1923'55, 0832 x - 540514433,7861 /-/
12000000 /./

10000000 /l/

8000000 /

6000000 /-/

4000000

2000000

0 T T T T T T
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

Eksponentiaalinen malli:

16000000 |
y=1,73361. 1071 . oozt RZ=0,9991 /./
14000000 /
12000000 /./
10000000 /
8000000 /

6000000

4000000

2000000

0 T T T T T T
1985 1980 1995 2000 2005 2010 2015 2020
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11. a)

b)

Selitysaste R? on parempi eksponentiaalisessa mallissa kuin lineaarisessa
mallissa. Myds silmdmairéisesti pisteet sijoittuvat paremmin loivasti ylospéin
kaareutuvalle kdyrélle kuin suoralle. Eksponentiaalinen malli on malleista
parempi, ja mallin mukainen yhtilo on

y=1,73361 - 10716 . 002617

Laskentaohjelma voi antaa yhtdlon myos muodossa

y=1,73361 - 107! 1,026524".

Ratkaistaan yhtdlon avulla, milld x:n arvolla y = 20 000 000.

1,73361 - 10716 . 2026179 = 20 000 000 Ratkaistaan laskentaohjelmalla
tai kokeilemalla.
x=2028,434...

Mallin mukaan vékiluku ylittdd 20 miljoonaa vuonna 2029.

Huomautus: Kaikki laskentaohjelmat eiviét osaa antaa yhtilon ratkaisulle
selkedsti luettavaa likiarvoa. Talloin ratkaisu voidaan hakea kokeilemalla:
lasketaan vékiluku vuosi kerrallaan, kunnes vaadittu ylitys tapahtuu.
Ratkaisussa pitdd télloin nékya ainakin viimeinen vuosi, jolloin vékiluku jaa
alle 20 miljoonan (2028) ja ensimmaiinen vuosi, jolla se on yli 20 miljoonaa
(2029).

Koska tdyskulma on 360°, keskuskulma 180° vastaa sektoria, joka on
puoliympyri. Koska ympyrin sdde on 1, koko kehdn pituus on

p=2rr=2r-1=2m

. s . rrae 27T
Puoliympyrédé vastaava kaaren pituus on talléin EY =7,

joten 180 astetta on 7 radiaania.
Lasketaan sektorin kaaren pituus, kun keskuskulma on 37°.

37

b=
360°

27-1=0,64577...~ 0,646

Kulman suuruus on 0,646 radiaania.

Ratkaistaan yhtdlon avulla sektorin keskuskulman « suuruus, kun sektorin
kaaren pituus on 2.

o

360°
a=114,59..°~ 115°

2r-1=2 Ratkaistaan laskentaohjelmalla.

Kulman suuruus on 115°.
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12. Lasketaan vuotuinen nettokorkokanta.

100 % — 30 % =70 %
0,7 - 1,26 % = 0,882 %

a) Kun talletukset tapahtuvat vuosittain, niiden yhteisarvo euroina 13. talletuksen
jélkeen on

S13 =200 + 200 - 1,00882 + 200 - 1,00882% + ... + 200 - 1,00882'! + 200 - 1,00882'2,
jossa ensimmadinen yhteenlaskettava on viimeisen dskettiin tehdyn talletuksen
arvo ja viimeinen yhteenlaskettava ensimmadisen 12 vuotta tilill4 olleen

talletuksen arvo.

Summa on geometrinen. Lasketaan se geometrisen summan kaavalla
sijoittamalla kaavaan a, =200, g =1,00882 jan = 13.

~200-(1-1,00882")
1-1,00882

=2742,1414...= 2742,14 (€)

13

Tilin rahamé&éira on 2742,14 €.

b) Kun talletukset tapahtuvat kuukausittain, lasketaan ensin talletuksille
maksettavan koron miira ja lisdtdén lopuksi siihen talletusten yhteissumma.

Talletuksille maksettavan koron yhteismadra euroina 13. talletuksen jilkeen on

S13=0+200-0,00882 % +200-0,00882 - % +...+200-0,00882 % +200-0,00882 -%=

0+0,147+ 0,294 + ... + 1,617 + 1,764,

jossa ensimmadinen yhteenlaskettava on viimeisesti dskettdin tehdysté
talletuksesta maksettu korko ja viimeinen yhteenlaskettava ensimmaéisestd 12
kuukautta tililld olleesta talletuksesta maksettu korko.

Summa on aritmeettinen. Lasketaan se aritmeettisen summan kaavalla
sijoittamalla kaavaan a, =0,

a, =1764jan=13.

Si3=13

-%:11,466

Talletuksien yhteisarvo ilman korkoa on 13 - 200 € =2 600 €.

Tilin rahaméérd on 2 600 € + 11,466 € =2 611,466 € ~2 611,47 €.
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13.a) Paraabelin huippuun piirretty tangentti on vaakasuora.
Tangentin kulmakerroin eli kuvaajaa vastaavan funktion derivaatta on huipun
x-koordinaatin kohdalla siksi 0.

b) Funktion f'(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) derivaatta on f’(x) = 2ax + b. Ratkaistaan
derivaatan nollakohta yhtdlon avulla.

2ax+b=0
2ax =-b |:2a
b
X=——
2a

Siis huipun x-koordinaatti on x, = e
a
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